mp™ 24-25 : révisions pour 'écrit - Algebre
linéaire, réduction - corrigés

Exercice 1 (Noyaux itérés). Soit f un endomorphisme d’un espace de di-
mension finie n non nulle. On définit, pour tout entier naturel p :

F, =ker(ff) et G, =Im(f?)

(fP désigne l'itérée d’ordre p de f : fO =1d et, fPH1 = fo fP).
1. Démontrer que, des deux suites de s.e.v. (F},) et (G)), l'une est croissante

et lautre décroissante (pour 'inclusion).

2. Démontrer qu’il existe un plus petit entier naturel r tel que F, = Fq,
et démontrer qu’alors, pour tout entier naturel p supérieur ou égal a r,
F,=F,1.

3. Démontrer qu’il existe un plus petit entier naturel s tel que Gy = Gy,
et démontrer qu’alors, pour tout entier naturel p supérieur ou égal a s,
Gp = Gpy1. Y-a-t-il un lien entre r et 57

4. Démontrer que G4 et F). sont supplémentaires dans F.

1. Si fP(z) = 0g, f(fP(x)) =0g, i.e. fPT(z) =0g. On a donc
reEF, = x €l

Ou encore F}, C Fpiq.

De plus, si y € Gp41, il existe x tel que y = fPT1(z). Mais alors y = fP (f(x)),
donc y € Gj. Et finalement G411 C G).

2. On est en dimension finie; la suite des dimensions des F},, croissante et majo-
rée, converge. Mais c’est une suite d’entiers naturels. Elle est donc stationnaire.
I1 existe donc p tel que F), = Fp,11 (si un sev est inclus dans un autre et s’ils

ont méme dimension, ils sont égaux). C’est méme toujours vrai a partir d’un
certain rang. Mais peu importe, il suffit pour I'instant de considérer

r=min({p; F, = Fp1})
Montrons maintenant que
Fpy=1Fpn1 = Fpr1 = Fppo

Supposons, donc, Fj, = Fj,1 1. On sait déja que Fj,11 C Fjp 9, il s’agit donc de
montrer l'inclusion inverse. Considérons x € Fj,;2. Comme on a envie d’utiliser
I’hypothése qui est Fj, 1 C Fj, il est naturel de chercher a faire apparaitre un
éléement de F,1 1. Or le fait que fP72(z) = Op s’écrit aussi bien fP™! (f(z)) = 0p,



donc f(x) € Fpt1. De cela on déduit que f(z) € F,, c’est-a-dire que € Fpi1.
On a donc bien montré ce qu’on voulait et, par récurrence, le résultat demandé
s’ensuit.

3. On peut faire le méme genre de raisonnement qu’a la question précédente,
mais il est plus simple de se souvenir du théoréme du rang. En effet, comme
pour tout p on a Gpy1 C Gp, on a

Gp = Gp+1 <~ dlm(Gp) = dim(Gp+1)
Mais du théoréme du rang on déduit facilement que
(dim(G,) = dim(Gp41)) <= (dim(Fp) = dim(Fp41))

et on est ramené & utiliser les résultats de la question précédente. On trouve
r=Ss.
4. Comme 7 = s, le théoréme du rang fait qu’il nous suffit de montrer que

F.NG, = {OE}

Mais si ¢ € F. NGy, soit y tel que z = f"(y); de f"(z) = O on déduit que
f?"(y) = 0g. Donc y € Fy,. Mais Fy, = F,. d’aprés 2. Donc y € F,., donc x = O,
ce qui conclut.

5. On a Hpyq1 N Fyy1 = {0g}, donc, comme Fy C Fyy1, Hppr N EFy = {0g}.
Ce qui montre que la restriction de f & Hyi1 est injective (on constate bien
simplement que d’une maniére générale, si H est un sev de F, f une application
linéaire définie sur F,

Ker (fg) =Ker(f)NH .

De plus, Hgy1 C Fiyo, donc f(Hit1) C f(Fit2). Mais f(Fgy2) C Figy1. En
effet, si f**2(x) = 0p, on a f*1 (f(z)) = Op. Donc f(Hjy1) est un sev de
Fit1.
Soit € f(Hgs1) N Fi. 1l existe y tel que x = f(y) et y € Hiyq. De plus,
f¥(z) = 0g, donc fk¥*(y) = 0. Donc y € Hyy1 N Fyyq. Donc y = Op, et
finalement x = 0.
De

J(Hypy1) © Fy, C Frqa

on déduit que
dim (f(Hk—i-l)) + dlm(Fk) S dim(Fk+1)

Mais d’autre part, f induit un isomorphisme de H11 sur son image, donc
dim (f (Hp+1)) = dim (Hg41) = Qg2 — Qg1

Ce qui apporte la conclusion. Quand on monte l’escalier des dimensions des
noyaux itérés, les marches sont de moins en moins hautes.

Exercice 2 (Utilisation de propriétés polynomiales du déterminant).
Le but de cet exercice est de démontrer le résultat suivant : Si deux matrices A
et B de M,,(R) sont semblables dans M,,(C), elles le sont aussi dans M, (R).



Pour cela, on considére une matrice P de GL,,(C) telle que B = P~ AP, condi-
tion que l'on écrira PB = AP. On note alors P; la matrice dont les coefficients
sont les parties réelles de ceux P, P la matrice dont les coefficients sont les
parties imaginaires de ceux de P.

1. Démontrer que PiB = AP, et P,B = AP.

2. Démontrer que l'application x — det(P; + 2P,) n’est pas constamment
nulle sur R, et en déduire le résultat.

1. On a facilement P = P, + iP5, et PB = AP, d’ou l'on tire
P,B — AP, = i(AP, — P,B). Le premier membre est une matrice a
coefficients réels, le second membre une matrice a coefficients imaginaires
purs (on évitera de dire « complexes »). Ces deux matrices sont donc
nulles.

2. L’idée est de considérer cette application comme fonction polynoéme d’une
variable complexe. Elle est non nulle en i (P; + P> = P est inversible),
donc elle n’est pas constamment nulle. Elle a donc au plus un nombre
fini de zéros complexes, a fortiori au plus un nombre fini de zéros réels.
Il existe donc zg tel que Q@ = P; + 29P> € GL,(R). Et on a QB = AQ,
A et B sont donc semblables dans M, (R.).

Exercice 3 (Utilisation de la comatrice). A quelle condition nécessaire
et suffisante (portant sur son déterminant) une matrice inversible de M, (Z)
a-t-elle son inverse dans M,,(Z)?

Soit A € M, (Z) admettant un inverse B € M, (Z); de AB = I, on déduit
det(A) det(B) = 1. Or det(A) et det(B) sont des entiers, on obtient donc
det(A) = £1.

Réciproquement, si det(A) = £1, la comatrice de A étant dans M,,(Z), on a

1

det(A) fcom(A) € M, (Z)

ce qui conclut bien que A a son inverse dans M, (Z).

Exercice 4 (Utilisation du théoréme de structures des formes n-linéaires
alternées sur un espace de dimension n). Soit B une base d’un espace FE
de dimension n, et soit u un endomorphisme de E. Démontrer que, pour toute
famille (x1,...,x,) d’éléments de E,

n
ngt(xl,...,xk,l,u(xk)wkﬂ,...,xn) = tr(u) dgt(xh...,mn)
k=1



La clé est de voir que

n
(@1,...,20) — Zdetg(xl,...,:Uk,l,u(wk),xk+17...,xn)
k=1

est une forme n-linéaire (c’est simple) alternée (ce n’est pas trés difficile : si
x; = avec i # j, tous les termes dans la somme sont nuls sauf deux qui sont
opposés I'un de l'autre). Il existe done, par théoréme de structure, A tel que

n
Y(z1,...,x,) € E" ZdetB(xl,...,xk_l,u(xk),xk+1,...,xn) = A dgt(a:l,...,xn)
k=1

Pour la détermination de A, on a bien entendu envie de prendre

(-,1:17--.,‘7;”):(61,,,,76”)

ou (e1,...,e,) = B. Donc
n
ZdetB(el,...,ek_l,u(ek),ek_,_l,...,en) = A
k=1

En notant A = Matg(u), on voit par un calcul de déterminant simple que
detp(er,...,en—1,u(ex), €kt1,---,€n) = Ak k

pour tout k, ce qui donne la formule voulue.

Exercice 5 (Diagonalisation). Diagonaliser la matrice suivante :

a B ... B
B« '
oL LB
g ... B «

(c’est-a~dire trouver une matrice diagonale semblable, la matrice de passage et

son inverse). On ne se situe pas forcément sur R, ce n’est donc pas une matrice
symétrique réelle.

Le plus rapide est de remarquer qu’on a
A=8J+ (a—B)I,

avec J une matrice pleine de 1. On est ramené a diagonaliser J, voir plus bas.
On obtient, si J = PDP~!,

A=P(BD+ (o= B)I,) P~



ce qui diagonalise bien.

Mais on peut aussi commencer par voir que (1, ..., 1) est vecteur propre. Pour la
valeur propre a+ (n —1)8. On peut aussi calculer le polyndme caractéristique :
on D’écrit, on ajoute toutes les lignes a une ligne ou toutes les colonnes & une
colonne, ce qui permet de mettre en facteur X — a — (n — 1)8 et d’avoir une
ligne (ou une colonne) de 1. On ajoute alors § fois cette ligne ou cette colonne
a toutes les autres, pour obtenir finalement le polynéme caractéristique

(X = (a=8)"""X = (a+(n—1)p)

et la résolution de AX = (o — )X (en appelant A la matrice concernée) méne
a I’équation trés simple
z1+--+x,=0

qui est celle d’un espace de dimension n — 1 (hyperplan). Bref, c’est presque
aussi rapide que :

Diagonalisation de J :

On peut remarquer que J? = n.J, donc X (X — n), scindé simple, annule J Et

Sp(J) € {0,n}. Remarquons que rg(J) = 1, donc le noyau de J est un sous-

espace propre de dimension n—1. Donc P; = X"~} X -Tr(J)) = X" 1(X —n).
1

Or le vecteur U = | : | est propre associé a n. Ne reste plus qu’a trouver une

1
base du noyau, ce qui se fait assez facilement. Ensuite, on remplit une matrice
P avec des colonnes propres. Par exemple, avec

1 1 1 1 1
-1 0 0 1
0 -1 0
P =
: . 0 :
o ... ... ... 0 -1 1

et Dy = diag(0,0,...,0,n), on a
J=PD P!

ou alors (et il y a bien d’autre choix possibles) avec

1 1 0 0
1 -1 1 0 0
0 -1
P =
0
g
1 0 0 -1



et Dy = diag(n,0,...,0,0), on a

J=PyDyP; "

Exercice 6 (diagonalisabilité des matrices compagnes). Soit

ayp asg Qp

1 0 0
A=1|0

0O ... 0 1 0

Calculer le polyndéme caractéristique de A, vérifier que A est diagonalisable si
et seulement si P est scindé simple (on vérifiera que le rang de A — A\, vaut au
moins n — 1, pour tout \).

1. Il importe de savoir calculer le polynéme caractéristique d’une matrice

compagne. Or une telle matrice ne se présente pas toujours de la méme
maniére, les coefficients a; pouvant étre en derniére ligne, en derniére
colonne. . .alors qu’ici ils sont en premiére ligne.
Il est fortement recommandé de commencer par n = 1, n = 2, n =
3 : on trouve respectivement X — a;, X% — a1 X — as, X° — a1 X2 —
asX — ag. Il n’est pas trop dur de conjecturer la formule générale. On
a envie de le faire par récurrence, ce qui suggere de calculer det(X1I, —
A) en le développant par rapport a la derniére colonne. Mais tous les
développements « raisonnables », par rapport & la premiére ou derniére
ligne ou colonne, marchent. Le développement par rapport & la premiére
ligne n’est cependant pas conseillé : il faut beaucoup de soin pour ne
pas se tromper dans I’écriture des mineurs. Si on aime les astuces (mais
s’en souviendra-t-on & 1’écrit ou a loral, le jour ot on en aura besoin ?),
on peut, en nommant ci,...,c, les colonnes, faire ¢, < ¢, + Xcp_1 +
X%cp_o+ -4+ X" 11, qui améne directement le résultat.

2. Les n—1 premiéres colonnes de A — \I,, sont linéairement indépendantes.
Donc le rang de A — AI,, vaut n — 1 ou n (et dans ce dernier cas, A n’est
pas valeur propre). D’aprés le théoréme du rang, les sous-espaces propres
sont donc de dimension 1. Et la condition suffisante de diagonalisabilité
se transforme donc, dans ce cas, en condition nécessaire et suffisante.

3. Le systéme se résout assez facilement...on retrouve qu’il y a soit une
seule solution (0, A n’est pas valeur propre) soit une droite vectorielle de
solutions.



Exercice 7 (Nilpotence : résultats classiques). Soit K un corps commu-
tatif, £ un K — ev de dimension finie n, v un endomorphisme nilpotent de

E.

1. Démontrer que u est trigonalisable.
2. Déterminer le polynéme caractéristique de wu.

. De quelle forme est le polynéme minimal de v ? démontrer que I'indice

de nilpotence de u est au plus égal a n.

. u a un polyndéme annulateur scindé, de la forme XP?. Donc il est trigona-

lisable. Et Sp(u) C {0}.

. Il en découle (cus de trigonalisabilité) que P, est scindé. Or sa seule

valeur propre possible est 0, donc P, = X".

. Et par le théoréme de Cayley-Hamilton, le polynéme minimal de u est

XP pour un certain p < n. C’est ce p qui est appelé indice de nilpotence.

Exercice 8 (Sous-espaces caractéristiques et réduction de Dunford).

1. Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension finie non

nulle n. On appelle p 'indice de nilpotence de u, ¢’est-a-dire le plus petit
entier naturel pour lequel uP = ©. Démontrer que u est trigonalisable.
Quel est le polynéme minimal de u, son polynéme caractéristique ? Dé-
montrer que p < n. u peut-il étre diagonalisable 7

. Soit u un endomorphisme d’un espace E de dimension finie non nulle

n. On suppose que le polynéme caractéristique de u est scindé. On note
Al ..., Aq ses racines, de multiplicités respectives mq,...,mq.

On note, pour chaque 7 entre 1 et ¢ : F; = Ker[()\ild — u)m] F; est
appelé sous-espace caractéristique associé a la valeur propre \;.

(a) Démontrer que F; est stable par u et contient le sous-espace propre
FE; associé a la valeur propre \;.

(b) Démontrer que E est somme directe des F; (1 < i < q).

(¢) Démontrer que u est diagonalisable si et seulement si F; = E; pour
tout 1.

Exercice trés important !

1. Soit v un endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension

finie non nulle n. On appelle p I’indice de nilpotence de u, c’est-
a-dire le plus petit entier naturel pour lequel u? = ©. Démontrer
que u est trigonalisable. Quel est le polynéme minimal de u, son



polyndéme caractéristique ? Démontrer que p < n. u peut-il étre
diagonalisable ?

Le polynéme scindé X? est annulateur de u, donc u est trigonalisable.

Son polynéme minimal est un diviseur de XP?, donc il est de la forme
X* ot k < p. Mais, par définition de p, si k& < p on a u* # ©, donc
le polynéme minimal de u est nécessairement XP?.

Et donc la seule racine possible pour le polynéme caractéristique de u
est 0 (c’est la seule valeur propre possible pour ). Or ce polynéme ca-
ractéristique est scindé (car u est trigonalisable), unitaire de degré n,
c’est donc X™.

Et, par le théoréme de Cayley-Hamilton (le polynéme minimal divise le
polyndme caractéristique) on a p < n.

Si u est diagonalisable, comme il a une seule valeur propre (donc un seul
sous-espace propre), ¢’est une homothétie, de rapport cette valeur propre,
ici 0. Donc u = ©.

. Soit v un endomorphisme d’un espace FE de dimension finie non
nulle n. On suppose que le polynéme caractéristique de u est
scindé. On note Ay, ..., \; ses racines, de multiplicités respectives
mi,...,Mgy.

On note, pour chaque i entre 1 et ¢ : F; = Ker[(\;Id — u)™]. F,

est appelé sous-espace caractéristique associé a la valeur propre

Ai-

(a) Démontrer que F; est stable par u et contient le sous-espace
propre E; associé a la valeur propre )\;.

F; est le noyau de P;(u), avec P; = (A\;—X)™*. Comme P;(u) commute

avec u (c’est un polyndme de u), son noyau F; est stable par u (cours).

Mais, si f est un endomorphisme, si k < k', on a
ker(f*) € ker(f*"), donc en particulier ici
ker[A;Id — u] C ker[(A;Id — u)™] ce qui traduit bien que

(b) Démontrer que F est somme directe des F; (1 < i < gq).

L’utilisation du théoréme de Cayley-Hamilton et du théoréme de dé-
composition des noyaux dans cette question est un grand classique de
la réduction.



Le polyndéme caractéristique de u, supposé scindé, est

q

Xu = H(X - )\i)ml
i=1
SI’L#], X—)\i/\X—)\j = 1, donc (X—)\i)mi/\(X—/\j)mj = 1;18
théoréme de décomposition des noyaux dit alors :

ker (xu(u)) = @ker[(u —NId)™]

i=1

Mais, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, x,(u) = O, donc
ker(xu(u)) = E, et on conclut bien :

(c) Démontrer que u est diagonalisable si et seulement si
F; = E; pour tout i.

On a vu dans le a. que, pour tout 4, dim(E;) < dim(F;). On ajoute toutes
ces inégalités, on obtient :

> dim(E;) < Z dim(F;) = dim(E)

i=1
Mais on sait que u est diagonalisable si et seulement si

q
Z dim(E;) = dim(FE), donc si et seulement si l'inégalité ci-dessus est une
=1

égalité. Or en ajoutant des inégalités (de méme sens bien siir, sinon c’est
interdit!) dont une au moins est stricte, on obtient une inégalité stricte.
Donc u est diagonalisable si et seulement si les inégalités dim(E;) <
dim(F;) sont toutes des égalités, donc si et seulement si (sachant que
chaque E; est inclus dans le F; correspondant) F; = E; pour tout 4

. On se place sous les hypothéses de la question précédente. On
appelle u; I’endomorphisme induit par u sur F;, et p; la projec-
tion sur F; parallélement a @Fj.
J#i
(a) Démontrer que u; s’écrit comme somme d’une homothétie
h; et d’'un endomorphisme nilpotent n; de F;.




Si x € F;, par définition de ce sous-espace on a
(Aild —u)™ (z) = 0p = Op,. Mais, sur Fj, u coincide avec u;, donc
(NiIdp, —u;)"™ (2) = OF,. Notant ©; ’endomorphisme nul de F;, on
obtient (A;Idp, —u;)™ = 6,. Donc u; — A\;Id est nilpotent. Notons-le
n;, et notons h; ’homothétie A\;Id. On a bien :

(b) Construire, en utilisant ce qui précéde, deux endomorphismes
d et n, respectivement diagonalisable et nilpotent, tels que

u=d+n et dn =nd

Soit x un élément de E. On peut le décomposer sur les Fj :

q
x = sz(x) Donc
i=1

u(@) = 3 u(pi(@) = D wi(pil@) = 3 hilpi(@)) + D _ni(pil)

=1 =1

ce qui incite & définir

q q
d:Zhiopi etn:Zniopi
i=1 i=1

On a, par ce qui précéde, u = d + n. Sur chaque F;, d coincide avec h; ;
on sait qu’alors d est diagonalisable.

Sur chaque Fj, n coincide avec n;. Or n}"* = ©,, donc, si
m = max(m;), nf* = ©;. Donc n™ est une application linéaire nulle sur
chaque Fj, or la somme directe des F; est E, donc n™ = ©. Et ainsi,

n est nilpotent.

Mais n o d et d on coincident sur chaque F; (car h; on; = n; o h;), donc
sont égaux : nd=dn

Remarque : Chaque n; est trigonalisable. Il existe donc une base de
F; dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure « stricte ». En
réunissant de telles bases, on obtient une base de E dans laquelle la

10



matrice de u est de la forme

A
Ay

A

q

(diagonale par bocs), chaque Ay étant un bloc my x my, triangulaire, de
la forme

Ak
A= W
0o ... 0 M

M est donc diagonale par blocs et triangulaire ; d est 'endomorphisme
dont la matrice dans cette base est la diagonale de M, n est ’endo-
morphisme dont la matrice dans cette base est la matrice triangulaire
supérieure stricte dont les coeflicients hors diagonale sont ceux de M (les
coefficients diagonaux étant nuls).

On peut construire une base pour que, dans M, les seuls coefficients non
nuls hors de la diagonale soient tous égaux & 1 et situés juste au-dessus
ce celle-ci (c’est-a-dire en ligne i et colonne i + 1 pour certains ¢ dans
[1,n — 1]). C’est la réduction de Jordan, plus technique.

. Toute matrice M s’écrit donc comme somme D + N d’une ma-
trice diagonalisable et d’une matrice nilpotente qui commutent.
Quel est l’intérét pour le calcul des puissances de M 7

Comme D et N commutent, les puissances de leur somme peuvent étre
calculées en utilisant le binéme de Newton. De plus, si j > n,ona N7 = 0.
Donc, si k > n — 1, on pourra écrire

n—1
(D+N)F=>" (’“) NI Dk
j=0 M

. On suppose u = d' + n' une autre décomposition vérifiant les
conditions de 3.b. Vérifier que les F; sont stables par d’ et n’,
en déduire que d =d' et n =n'.

11



Si d’ commute avec n’, elle commute avec n’ + d’ = u, et donc elle commute,
par récurrence, avec toutes les « puissances » (pour o) de u et, par combinaison
linéaire, avec tous les polynomes de u. Donc d’ laisse stables tous les F; (qui
sont des noyaux de polyndomes de u). De méme pour n'.

On peut alors noter d; et n) les endomorphismes induits par d’ et n’ sur F;.
Soit p une valeur propre de d'i ; le sous-espace propre associé ker(d; — uldr,) est
stable par n}, et ’endomorphisme induit par n; sur ce sous-espace ne peut étre
injectif (sinon, ce serait un automorphisme, or il a une puissance (pour o) nulle,
c’est donc impossible). Il existe donc x; € ker(d; — uldg,) tel que ni(z;) = 0g.
Mais alors u;(x) = dj(z) + n}(z) = pzx, or (X — A;)™ est annulateur de w,,
donc sa seule valeur propre possible est A;, donc p = A;. Finalement, d}, qui a
une unique valeur propre et est diagonalisable, est h;, et donc n} = n;, I'unicité
s’ensuit.

Exercice 9 (Réduction par blocs).
Soit A, B deux matrices carrées d’ordre p et ¢ respectivement. On définit par

blocs la matrice N
0
v = (0 5)

1. Démontrer que M est diagonalisable si et seulement si A et B le sont.

2. Démontrer que M est trigonalisable si et seulement si A et B le sont.

Meéthode polynomiale : On démontre par récurrence, en utilisant le produit

par blocs, que
AF 0
koo _
Vk e N M = ( 0 Bk>

et, par combinaison linéaire de ces égalités, pour tout polynéme P :

PM) = (PE)A) P(OB))

Si M est diagonalisable, il existe P scindé a racines simples tel que P(M) = 0.
Alors P(A) = P(B) =0, donc A et B sont diagonalisables.

Réciproquement, si A et B sont diagonalisables, il existe ()1 et Q2 scindés a
racines simples tels que Q1(A) = 0 et Q2(B) = 0 (remarque : on note toujours
0 la matrice nulle, quel que soit son format, ce qui est un peu abusif!). Soit P =

d
ppem(Q1,Q2). P est scindé simple (on peut écrire Q1 = H(X —a;)™ et Qo =
i=1
d d
H(X —a;)™ avec m; et m} dans {0, 1}, et alors P = H(X — q;)max(mimi)y)
i=1 i=1

et P(M) =0, donc M est diagonalisable.
On peut aussi raisonner par équivalences, en utilisant le polynéme minimal : on
sait que

P(M)=0 < P(A)=P(B)=0

12



et donc, si Zys (resp. Za, Zp) désigne 'idéal des polynémes annulateurs de M
(resp. de A, de B), Zpy = Za NZp, done, notant pyy le polynome annulateur de
M (resp....), upr = ppem(pa, up). Et donc

M diagonalisable < s scindé simple
& g et up scindés simples
< A et B diagonalisables

Méthode « vectorielle » Notons u 1’endomorphisme de KP4 canonique-
ment associé & M. Si (e1,...,€,14) est la base canonique de KP4, alors F' =
Vect(eq,...,€,) et G = Vect(epy1,...,€ptq) sont stables par u, et si on note
ur et ug les endomorphismes induits par u sur ces sous-espaces, alors A =
Me,,.ey(ur) et B= M, . . .)(ug). Daprés le cours, si u est diagonali-
sable, ur et ug le sont, donc A et B le sont. Réciproquement, si A et B sont
diagonalisables, ug et ug le sont, il existe donc une base de F' formée de vec-
teurs propres de up (donc de u) et une base de G formée de vecteurs propres de
ug (donc de u); en « recollant » ces deux bases, on obtient une base de KP4
formée de vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable, donc M D’est.

Autre méthode On peut calculer le polynéme caratéristique xs de M : xpr =
xaxs, donc Sp(M) = Sp(A) U Sp(B). Puis, pour tout A € Sp(M), on essaye
de trouver le sous-espace propre associé en résolvant M X = AX. La structure

par blocs de M suggére d’écrire, pour tout X € Mp41(K), X = (§1> ol
2
X1 e Mp1(K) et Xo € M, 1(K), et alors

AX1 =2X,

MX =)\X &
BX5 = 2\ X,

Pour résoudre, on distingue trois cas, A € Sp(A) et A & Sp(B), A € Sp(B) et

A € Sp(A), A € Sp(A)NSp(B). On y arrive (en appliquant la caractérisation de la

diagonalisabilité qui utilise la somme des dimensions des sous-espaces propres),

mais c’est plus long que les méthodes précédentes.

Autre idée Si A et B sont diagonalisables, on a A = PDP~! et B = QAQ!

(notations habituelles : P et @ inversibles, A et D diagonales). La matrice

R = (P (0)> est inversible, d’inverse R™' = <P1 (0) ) et, en effec-
S\ @ ’ SN0 Q)

tuant un produit par blocs, on trouve que R~'MR est diagonale. Donc M est

diagonalisable. Cette idée ne marche pas trés bien pour la réciproque.

Démontrer que M est trigonalisable si et seulement si A et B le sont.

Ici, les méthodes polynomiale et vectorielle fonctionnent, mais il est beaucoup
plus rapide de dire que xps est scindé si et seulement si x4 et xp le sont (car

XM = XAXB)-
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Exercice 10 (Réduction simultanée).

1. Soit u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie,
diagonalisables. Démontrer que u et v commutent si et seulement si ils
sont diagonalisables dans une méme base, c’est-a-dire si et seulement s’il
existe une base formée de vecteurs propres a la fois pour u et pour v
(on pourra utiliser la stabilité des sous-espaces propres de u par v ou
réciproquement). Enoncer ce résultat en termes de matrices.

2. Dans cette question, le corps de base est C. On suppose que u et v com-
mutent, mais on ne les suppose plus diagonalisables. Démontrer qu’ils ont
au moins un vecteur propre commun (on pourra utiliser la stabilité des
sous-espaces propres de u par v ou réciproquement). Utiliser ce résultat
pour démontrer que u et v sont simultanément trigonalisables.

Diagonalisation simultanée
Si u et v sont diagonalisables dans une méme base, soit B une telle base. Deux
matrices diagonales commutent, donc

Mp(vou) = Mp(w)Mg(u) = Mp(u)Mp(v) = Mp(uov)

ce qui permet bien de conclure v ov = v o u.

Supposons, réciproquement, u o v = v o u. Notons Sp(u) = {A1,..., A, } (les \;
étant deux & deux distincts), et, pour tout 7 entre 1 et p,

E;(u) = ker(u — A\;Id). Comme u est diagonalisable,

E = éE
=1

(on note E l'espace vectoriel sur lequel sont définis u et v). Les E; sont stables
par v (car v commute avec les u — A;Id). Donc v induit sur chaque FE; un en-
domorphisme v; qui est, d’aprés le cours, diagonalisable. Soit B; une base de F;
formée de vecteurs propres de v;, donc de vecteurs propres de v. En « réunis-

p
sant » les bases Bi,..., By, on obtient une base de E (adaptée a E = @El)
formée de vecteurs propres pour u et pour v. Donc u et v sont simultarllérlnent
diagonalisables.

En termes de matrices : soit A, B deux matrices diagonalisables; AB = BA si
et seulement s'il existe P € GL,,(K) et D, A diagonales telles que A = PDP~!
et B=PAP™!

Trigonalisation simultanée

Le corps de base étant algébriquement clos, Sp(u) # 0. Soit A € Sp(u). v
laisse stable Ker(u — AId), car v et u — AId commutent. Et donc v induit sur
Ker(u — AId) un endomorphisme vy. Cet endomorphisme admet un vecteur
propre (car le corps de base est algébriquement clos). Or un vecteur propre de
v est un vecteur propre de v qui est dans Ker(u—AId), et donc est aussi vecteur
propre pour u.

14



Montrons par récurrence la propriété P, : «si A et B sont deux matrices
de M,,(C) qui commutent, alors il existe P inversibles et T, T” triangulaires
supérieures telles que A = PTP~ ' et B= PT'P~ 1 ».

Pour n = 1, c’est bien clair.

Montrons que P,, = Py11; soit A et B deux matrices de M,,+1(C) qui com-
mutent. Les endomorphismes u et v de C"*! canoniquement associés & A et B
commutent, donc d’aprés ce qui précéde ont un vecteur propre commun. Dans
une base commencant par ce vecteur propre, leurs matrices respectives sont de
la forme

Aok L% ook ... %
0

A= et B =| .
: A" : B”
0 0

A’ et B’ commutent, donc, par produit par blocs, A” et B” commutent. On
peut leur appliquer P, il existe donc P € GL,,(C) et T”, U” triangulaires
supérieures telles que

P—lAI/P — T// P—IB//P — U//
1 0 ... 0
0
Soit alors Q = | . € GL,1+1(C); un produit par blocs montre que
: P
0

Q'A'Q et Q71 B’Q sont triangulaires supérieures.

Supplément a la diagonalisation simultanée : Soit (u;);c; une famille d’en-
domorphismes diagonalisables qui commutent deux & deux. Démontrer qu’il
existe une base dans laquelle les matrices de tous ces endomorphismes sont
diagonales (on pourra commencer par une famille finie).

Méthode 1 : récurrence sur le nombre d’endomorphismes
Montrons par récurrence Py, : « si uq,...,u, sont n endomorphismes diagonali-
sables qui commutent deux & deux, il existe une base dans laquelle les matrices
de tous ces endomorphismes sont diagonales ».
Py a été démontrée.
(bien siir on pourrait initialiser & n = 1, mais on aura besoin du cas n = 2).
Montrons P, = Pp41. Soit donc uq,...,u,+1 7 + 1 endomorphismes dia-
gonalisables qui commutent deux & deux. Soit F) un sous-espace propre de
Up+1; Ex est stable par ui,...,u,, qui induisent sur E) des endomorphismes
Ur1,- -+, Uy n. Ces endomorphismes commutent car ils sont induits par des en-
domorphismes qui commutent (simple a voir). Par P,,, il existe une base de E)
formée de vecteur propres communs & uy 1,..., Uy, donc de vecteurs propres
communs a u,...,u,. Ces vecteurs sont aussi vecteurs propres de w11, puis-
qu’ils sont dans E). Or E = @ E); en « réunissant » des bases des
AESP(Un+1)
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E), comme celle qu’on vient de construire, on obtient une base de E formée de
vecteur propres commmuns & Uj, ..., Up+1. D00 Ppig.

Meéthode 2 : récurrence sur la dimension de I’espace

Montrons par récurrence P,, : « si uq,...,uU, sont m endomorphismes dia-

gonalisables d’'un espace E de dimension < n qui commutent deux a deux, il

existe une base de F dans laquelle les matrices de tous ces endomorphismes sont

diagonales ».

Py est peu problématique : en dimension 1 il n’y a que des homothéties, tout le

monde commute avec tout le monde, tout le monde est diagonalisable. . .Montrons

Pn = Pn+1.

On considére donc uq, .. ., u,;, sont m endomorphismes diagonalisables d’un es-

pace E de dimension n + 1.

Si tous les uy sont des homothéties, rien a faire. Sinon, on peut par exemple sup-

poser que u; n’est pas une homothétie. Soit X = Sp(uy), alors F = @ Ey(uq).
AeX

Soit A € X. Eyx(u1) est stable par tous les w; (vcar w; et u; commutent),

et chaque u; induit sur Fy(u;) un endomorphisme v; diagonalisable. De plus
V1. .., Uy, commutent (facile). Or dim (E)(u1)) < n. On peut done, par hy-
pothése de récurrence trouver une base de E)(up) formée de vecteurs propres
communs & tous les v;, donc a tous les u;.

On fait de méme pour chaque E)(u1), A € X. En recollant les bases obtenues,
on obtient ce qu’on veut.

Pour une famille (u;);er quelconque d’endomorphismes diagonalisables qui com-
mutent, la seconde méthode s’adapte telle quelle, ¢ ’est mieux.

Sinon, on peut commencer par remarquer que Vect(u; ; ¢ € I) est un sous-
espace vectoriel de L(E), formé d’endomorphismes qui commutent deux a deux
(simple).

Comme L(E) est de dimension finie, Vect(u, ; i € I) aussi. On sait qu’alors il
existe une partie J C I, J finie, telle que

Vect(u; ; ¢ € I) = Vect(u; ; i € J)

(c’est une version de la base incompléte, pas la plus utilisée, cf All). Le cas
d’un nombre fini d’endomorphismes (qu’il faut donc avoir fait) nous dit qu’il y
a une base dans laquelle les matrices de tous les u;, ¢ € J, sont diagonales. Mais
alors les matrices de tous les éléments de Vect(u; ; i € J) dans cette base sont
diagonales. Et par conséquent les matrices de tous les u;, ¢ € I...

Exercice 11 (Utilisation des polyndémes annulateurs). Soit A une matrice
diagonalisable ; montrer que, pour tout p entier naturel, AP est diagonalisable.
Réciproquement, soit p > 2 et A € GL,(C) tels que AP soit diagonalisable. Dé-
montrer que A est diagonalisable. Donner un exemple montrant que ce résultat
est en général faux si on ne suppose pas la matrice inversible, ou si on la suppose
inversible mais que 1’on est sur R.

Si AP est diagonale, A est-elle diagonale ?
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De A= PDP~! on tire AP = PDPP~!, ce qui résout la premiére question.

La seconde se résout en utilisant un argument polynomial : si AP est diagonali-
sable, elle admet un polynome annulateur scindé simple P. Mais P(X?) annule
alors A. Est-il scindé simple 7 pour le voir, on écrit

s

P(x) = [[(X —a)

i=1

ou les a; sont deux & deux distincts. A quoi sert I’hypothése d’inversibilité de
A? a pouvoir supposer les a; non nuls (on peut par exemple choisir pour P
le polynome minimal de AP, cette matrice n’ayant pas 0 pour valeur propre).

Chaque a; a exactement p racines p-iémes distinctes : o 1,..., ;. On a alors
T T p
o) = [T o) =TT (Tl - o0
i=1 i=1 \k=1

qui est scindé simple (deux nombres complexes qui n’ont pas la méme puissance
p-iéme ne peuvent pas étre égaux). Et donc A est diagonalisable.

. . 1 .
La considération de A = (8 O) avec p = 2 montre que la réciproque est
. . 0 -1 . 2
fausse. Comme toujours sur R, la matrice R = 1 0 est utile : R® est

diagonalisable (diagonale, méme) et pourtant R ne 'est pas. Et par la méme
occasion on voit que la réponse a la derniére question est négative.

Si A est diagonalisable, AP ’est, elles sont semblables & des matrices diagonales
(D et DP) qui ont le méme nombre de coefficients nuls sur la diagonale, donc
leurs noyaux sont de méme dimension, or Ker(A4) C Ker(AP)...Supposons réci-
proquement que AP soit diagonalisable, et que Ker(A) = Ker(AP). On suppose
ce noyau non nul, sinon le travail a déja été fait. Et on écrit

P(x) = X [[(X - )

le polyndéme minimal de AP, avec les a; deux & deux distincts, non nuls. Avec
les notations ci-dessus, le polynome

x*1] (H(X - ai,k)>
i=1 \k=1

annule A, donc, par théoréme des noyaux,

K" = Ker(4?) @ @ (é Ker(A — Oéi,kfn)>

i=1 \k=1

Mais en remplagant Ker(AP) par Ker(A), on obtient que K" est somme de
sous-espaces propres de A (dans la somme directe, il y a peut-étre des espaces
réduits a {Okn}, mais ce n’est pas grave, ils ne comptent pas). Donc A est
diagonalisable.

17



Exercice 12 (Topologie matricielle classique).

1. En considérant par exemple, pour toute matrice A, les matrices A — A1,
(A € K), démontrer que GL,,(K) est dense dans M, (K) (K = R ou
K=0C).

2. En « perturbant » les coeflicients diagonaux, démontrer que I’ensemble
des matrices triangulaires diagonalisables est dense dans ’ensemble des
matrices triangulaires (K = R ou K = C). En déduire que ’ensemble
des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C).

Clairement,

1
Or Sp(A) est fini, il y a donc un rang pg tel que, si p > pg, — &€ Sp(A), ce qui
p

conclut.
Si T est une matrice triangulaire, considérons par exemple (de nombreuses idées
analogues fonctionnent)

12
Ap:T+diag(,,...,">
P p

La matrice A, est triangulaire supérieure, une condition suffisante pour qu’elle
soit diagonalisable est donc que l'on ait les (A4,);,; tous distincts. Si ce n’est pas
le cas, il existe ¢ et j distincts tels que

tii+ L ti;+ J
WL Ty
autrement dit, nécessairement, ¢; ; # t; ;, et

§—i
bii — Ly

s

p:

ce qui ne peut se produire qu'un nombre fini de fois, il y a donc un rang & patir
duquel A, est diagonalisable.
Soit maintenant A € M, (C) quelconque. On la trigonalise :

A=PTP™' | TeTHC), PecGL,C)

On a vu qu'il existait une suite (7},) de matrices diagonalisables qui converge
vers T. L’application M +—— PMP~! est continue (linéaire sur un espace de
dimension finie), donc

PT,P~' —— PTP '=A

p—+o0

et les PT,P~!, semblables a des matrices diagonalisables, le sont. Ce qui conclut.
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Exercice 13 (Sous-espaces stables par un endomorphisme). Déterminer
tous les sous-espaces stables par I’endomorphisme canoniquement associé a la
matrice

-11 -9 9
12 10 -12
-3 -3 1

Evidemment, {(0,0,0)} et K? sont stables. Les droites stables sont les droites
engendrées par les vecteurs propres. Il s’agit donc de les trouver. On calcule le
polynéme caractéristique :

X+11 9 -9 X+11 9 0
12 X-10 12 — 12 X-10 X +2
3 3 X — 1| 93eestez] 3 3 X +2

On factorise par X + 2, on soustrait la derniére ligne a la deuxiéme, le polynéme
caractéristique vaut donc

X+11 9 0
(X+2)| -15 X-13 0
3 3001

c’est-a-dire (X +2)(X? —2X — 11 x 13+ 9 x 15) ou encore (X +2)?(X —4). Si
I'on note A la matrice, alors

—9 -9 9
A+2;=12 12 -12
-3 -3 3

est de rang 1, donc le sous-espace associé a la valeur propre —2 est de dimen-
sion 2, donc la matrice est diagonalisable. Les droites stables sont les droites
engendrées par un vecteur non nul élément d’un des deux sous-espaces propres
(autrement dit, les droites propres sont la droite E4(A) ou toute droite incluse
dans le plan E_5(A).

Soit P un plan stable : 'endomorphisme canoniquement associé & A, u, induit
sur P un endomorphisme diagonalisable (cours). Donc P admet une base formée
de deux vecteurs propres de A. Si ces deux vecteurs propres sont associés a la
valeur propre —2, alors P = E_5(A). Sinon, P est engendré par un vecteur de
E4(A) et un vecteur de E_o(A). Mais tout plan contenant Ey(A) a avec E_o(A)
une intersection qui est une droite (relation de Grassmann) (faire un dessin, ¢a
se voit!). On en déduit, la réciproque étant claire, que les plans stables sont les
plans contenant F4(A) d’une part, et le plan E_5(A) d’autre part.

Exercice 14 (Quelques questions classiques sur la topologie matri-
cielle). Ici, lorsque l'on parle de M,,(K), K=R ou K = C.

1. Démontrer que GL,,(K) est un ouvert dense de M,,(K).
2. Démontrer que 'application A — A~1 est continue sur GL£,, (K).

3. Ici, K = R. Démontrer que le groupe des matrices orthogonales est
compact.
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. L’ensemble des matrices symétriques est-il ouvert? fermé? ni 'un ni
l'autre ? (dans M,,(K)).

. L’ensemble des matrices nilpotentes est-il ouvert ? fermé 7 ni I'un ni ’autre 7

(dans M, (K)).

6. Démontrer que ’ensemble des matrices de rang 1 n’est ni ouvert ni fermé.

7. Démontrer que ’ensemble des matrices de rang supérieur ou égal a k est

ouvert.

. Vu plus haut pour la densité, un grand classique. Et GL,, (K) = det™" (K\
{0}), image réciproque d’un ouvert par une application continue car po-
lynomiale. . .

. Les coefficients de com(A) sont fonctions polynomiales de ceux de A. La

formule
1 1

= det(A)

conclut alors (la continuité du déterminant

" (com(4))

3. Plus que classique. ..

4. A A — AT est continue car linéaire sur un espace de dimension finie.

Donc fermé car image réciproque de {(0)}....

. L’application A — A™ est continue car polynomiale sur un espace de
dimension finie. Donc fermé car image réciproque de {(0)}....On utilise
le fait qu’une matrice nilpotente n x n a un indice < n.

1
. Lasuite (J> converge vers (0) qui n’est pas de rang 1. Or la matrice
P/ p>

J (dont tous les coefficients valent 1) est de rang 1. Donc I'ensemble des
matrices de rang 1 n’est pas fermé.

La suite de matrices diagonales (diag(1,1/p,..., l/p))p>1 est une suite
de matrices de rang n qui converge vers une matrice de rang 1. Donc
le complémentaire de I’ensemble des matrices de rang 1 n’est pas fermé.
Donc I’ensemble des matrices de rang 1 n’est pas ouvert.

. Utiliser la continuité du déterminant et le « petit résultat » : une matrice
A est de rang > r si et seulement si il existe I et J tels que |I| = |J| =1r
et (aij)y<; j<, st inversible.
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