mp™* 24-25 : révisions pour I'écrit - Probabilités -
Corrigés

Exercice 1 (Le lemme de Borel-Cantelli).

1. Soit (92,.A, P) un espace probabilisé. Si (A,)neN est une suite d’événe-

ments, on note
lim sup(A ﬂ (U A )

n—+00 p=0

On suppose Z P ) < 4+o00. Montrer que

P(lim sup(4,) =0
n—-+oo
2. On reprend les notations du 1., mais on change les hypothéses : on sup-
pose Z P(A,) = 40 et les A,, indépendants. On veut montrer que

P(lim sup(4,) =1

n—-+oo

et pour simplifier les notations, on pose a;,, = P(A4,).

(a) Montrer que, pour tout réel z, 1 —z < e™~*.
p+q

(b) On pose B, 4 = m A,,. Démontrer que

n=p

(¢) Conclure.

1. Borel-Cantelli « facile » Soit (2, .4, P) un espace probabilisé. Si (4, )nen
est une suite d’événements, on note

lim sup(A ﬂ(UA)

n——+0o p=0

On suppose Z P(A,) < +oo. Montrer que

P(lim sup(4,) =0

n—-+o0o



Par continuité décroissante,

+oo
P(lim sup(A4,) = 1 P A
s = e (7 (U )
Mais
+oo +oo

P (U An) <3 P
Et la suite des restes d’une série convergente converge vers 0, ce qui
permet de conclure.

. Borel-Cantelli « difficile »

(a) : Etude de fonction ou, plus élégant : la fonction x +— e~ " est convexe,
donc son graphe est partout au-dessus de ses tangentes. En particulier
de sa tangente au point d’abscisse 0, d’équation

y=1+(@—0)x (~1)
(b) On sait (cours) que si les A,, sont indépendants alors les A,, le sont.

Donc
ptq p+a
P(Bpq) = H(l —ay,) <exp (— Z an>
n=p

n=p

Mais, avec des notations compréhensibles (surtout en probabilités),

—+oo
> = boc
=p

On obtient bien

P(By.q) = 0

(¢) Et donc, par continuité décroissante,

(i)

ou encore (passage au contraire)

+oo
P (U An> =1
n=p

et donc (encore continuité décroissante)

P (lim sup(An)> =1

n—4oo



Exercice 2 (Hiérarchie de I’existence des moments). Soit X une variable
aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé, r et ' deux nombres réels tels
que 0 < r’ < r. Montrer que

E[X]] < +00 = E [|X|T’] < +00

L’idée est assez simple : ce sont les « grandes » valeurs prises par | X | qui peuvent
géner existence de 'espérance. Or, si | X (w)] est « grand », | X (w)|" est d’autant
plus grand que r est grand. Que signifie « | X (w)| grand » ? tout simplement plus
grand que 1. On a

(X(@)[>1 = [X(w)]" <[X(w)]"
ce qui permet d’écrire
VweQ | X(w)|" <|X(w)|" +1

et de conclure.
Autre rédaction : On peut écrire

(X" =TLxp1 [ X7+ Lx< (X
<Llixps1 X" + Lx<a
<IX]" + 1ix<1

ce qui permet de conclure car on a majoré | X |’“/ par une somme de deux variables
aléatoires d’espérance finie. Ce genre de rédaction (introduction de fonctions
indicatrices pour concrétiser I'idée d’examiner deux cas, |X| < 1 et |X| > 1)
rend bien des services. ..

Exercice 3 (Une formule trés, trés classique). Soit X une variable aléatoire
a valeurs dans N. Montrer que

+00
E(X) =ZP(X > )

Cours. . .Fubini pour des familles positives.

Exercice 4 (L’espérance via une loi conditionnelle). On considére deux
variables aléatoires réelles discrétes X et Y sur un espace probabilisé (2, A, P);
on suppose que Y est d’espérance finie. Montrer que

E(Y) = > E(Y|X = 2)P(X = 2)
z€X (Q),P(X=x)#0

ot 'on désigne par E(Y'|X = x) espérance de la loi conditionnelle de Y sachant
(X =2).



Rappelons que la loi conditionnelle de Y sachant X = x est définie par, pour
yeY(Q):
Pyix=.({y}) = P(Y =y|X =)

(en supposant P(X = z) # 0).
Commencons par supposer Y > 0. Pour y € Y (w), on peut écrire

= Y PY=yX=uz

zeX(Q)

= > P(YY =y, X =z)

z€X(Q),P(X=x)#0

= Z P(X =2)P(Y =y|X =x)
z€X (Q),P(X=x)#0

(on a utilisé les probabilités totales, évincé des termes nuls puis traduit les pro-
babilités d’intersections en termes de probabilités conditionnelles) ce qui montre
que la famille

(YP(X =2)P(Y =y|X = 2)),.cx(0)p(x=x)20

est sommable, de somme yP(Y = y). Et la famille (yP(Y =y)), oy est som-
mable (du fait que Y est d’espérance finie). Il en découle, par sommabilité par
paquets, que la famille

(YP(X =2)P(Y =y|X =2)), yeaxv(a)

est sommable, en désignant pour arranger un peu les notations :

A={z e X(Q),P(X =zx) #0}

Et donc, pour tout x € A, la famille

(YP(X =2)P(Y =y|X = 2)) ey (q)

est sommable, donc aussi la famille

WPY =y|lX =12)),cv(0)

ce qui exprime que la loi conditionnelle de Y sachant X = x est d’espérance
finie. Et on a

> yP(X =x)P(Y =y|X =12) =P(X =2)E(Y|X =)
yeEY ()

ce qui permet de dire que la famille (P(X = 2)E(Y|X = z))_. 4 est sommable;
et la formule

> P(X E(Y|X =z) = >

€A yeY (w)yP(Y=y)

donne le résultat.



SiY n’est pas a valeurs positives, ce qui précéde appliqué a |Y'| permet d’affirmer
que la famille

(YP(X =2)P(Y =y|X =2)), eaxy(a)
est sommable, on a le droit de la sommer « dans les deux sens » et on obtient
la formule.

Exercice 5 (Loi binomiale négative).

1. Soit p €]0,1[. On considére n variables aléatoires indépendantes X; (1 <
i < n) de méme loi G(p). On note S, = X1 + X2 + ... + X,,. Montrer
que, pour tout k > n,

n—1

P(S, = k) = p"(1 — p)F—" (k —~ 1)

Calculer I'espérance et la variance de S,,.

2. On joue a Pile ou Face; la probabilité d’obtenir Pile est p. on définit
T, = n lorsque le niéme tirage est celui ot l'on obtient Pile pour la
k-iéme fois. Déterminer la loi de T}.

On peut faire cet exercice « directement », sans utiliser les fonctions génératrices,
mais c’est plutot plus simple avec (sauf si on aime beaucoup le dénombrement).
Pour ¢ € [—1,1] (en fait un peu plus, mais ce n’est pas important)

s ()= (G, ()" = (12}

o l'on a noté comme d’habitude ¢ =1—p. Or on a, si u €] — 1,1[ et o € N,

a X —a(—a—1).. (~a—k+1
(=1 ozl )t

et donc

(1u)a+§<a+:1)uk

k=0

On peut donc revenir &

+o00o
n+k—1\ , n
Gsn(t)ZZ( L )p q" ¢k

k=0
(valable pour —1/¢ <t < 1/q, a fortiori sur | — 1, 1[) ou aprés réindexation :
+oo
k-1
G t) = n k—n tk
S (1) ; <k_n>p q

qui par unicité du développement en série entiére donne le résultat attendu.
Et la loi de Sy est celle de Ty. ..




Exercice 6 (Comparaison de variables géométriques, fonctions de ré-
partition, loi d’un max ou d’un min...).

1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géomé-
trique G(p) (on notera ¢ = 1 — p). Calculer P(Y > X). Calculer aussi
PY > X) et P(Y = X). Donner les résultats dans le cas particulier
p=1/2.

2. On suppose que Uy, Us,,...,U, sont des variables aléatoires indépen-
dantes et que, pour tout k, Uy ~ G(pg). On note, pour tout k, g = 1 —py.
Identifier la loi de

min(Ul, UQ, ey Un)

3. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géomé-
trique G(p). Décrire la loi de

max(X,Y) —min(X,Y)

“+o0
PY>X)=) P(X=nY2>X)
n=1
+oo
=) Ph>Y,X =n)

n=1

+oo
= Z P(X=n)PY >n) (indépendance)
n=1

“+o0
_ Z qnflqnflp
n=1

P(X<Y)=) P(X<Y,X=n)

= Z P(X =n)PY >n) (indépendance)




Et donc

2q 1-—g¢q

PX=Y)=1-PX<Y)-PY¥Y<X)=1- =
(X=¥)=1-PX <Y) - P(Y < X)=1- L= =1

(le fait que cela tende vers 1 quand ¢ tend vers 0, et vers 0 quand ¢ tend
vers 1, est plutot satisfaisant.

P(min(Ul,Ug,...,Un) Z ]C) :P(Ul Z k,...,Un Z k)
= (q1--.qn)"!
Donc
P (min(U1,Us, ..., Up) = k) = (@1 42)* (1 = 1. q0)

On obtient donc une loi G(q; . . . ¢, ), ce qui peut se comprendre de maniére
purement probabiliste (imaginer n parties de pile ou face non équitables
se déroulant simultanément).

. Soit Z = max(X,Y) —min(X,Y). Déja,

1—g¢q

P(Z:O):P(X:Y):m

(déja calculé). Ensuite, brutalement, car ce n’est pas si méchant, sim > 1

P(Z:m):f(P(X:k,Y:k+m)+P(Y:k,X:k+m))
k=1

:2+§(P(X:k7Y:k+m))
k=1

+oo
-9 Z (qk—1+k+m—1p2)
k=1

:2p2qm
1—¢g2
m
zgpL

1+g¢

Exercice 7. [Oral ccp|
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) et a valeurs dans N dont la loi est donnée par :

V(i,j) eN*, P((X =i)n (Y =j)) =

1
e 2i+151

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire 1’espérance

et la variance de X.



(b) Déterminer l'espérance et la variance de Y.
3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
4. Calculer P(X =7Y).

Vu dans le chapitre P4, page 4. Trés intéressant, pas trés dur.

Exercice 8. Soit (2,4, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (€2, A, P) et a valeurs dans N.
On consideére la série entiére Z t"P(X = n) de variable réelle t.
On note Rx son rayon de convergence.

(a) Prouver que R > 1.
+oo
On pose alors Gx(t) = Z t"P(X = n) et note D¢, 'ensemble de
n=0

définition de Gx.
Justifier que [-1,1] C Dg, .

Pour tout réel ¢ fixé, exprimer Gx sous forme d’une espérance.
(b) Soit k € N. Exprimer, en justifiant votre réponse, P(X = k) en
fonction de Gg];)(O).
2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre .
Déterminer D¢, et, Vt € D¢, calculer Gx ().
(b) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace pro-
babilisé, indépendantes et suivant des lois de Poisson de paramétres

respectifs A1 et As.
Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X + Y.

(a) Il y a convergence en 1, absolue, donc convergence en —1, et par transfert
Gx(t) = B(t¥)

(b) Par unicité du développement en série entiére, Z t"P(X =n) est le déve-
n>0
loppement en série de Taylor de Gx. Donc

_ &R
k!

P(X =k)

k

A
2.(a) Iei, P(X = k) = ¢ on trouve Do = R, Gx(t) = X0,

(b) Gx4+y(t) =E (tX+Y) :.E(tX tY). Mais t¥ et t, fonctions de X et Y qui

sont indépendantes, le sont, donc

Gx4y(t) = Gx(t)Gy(t) = e A2



et comme la fonction génératrice caractérise la loi (par 1.(b)), X +Y ~ P(A\; +
A2).

Exercice 9. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Calculer, en fonc-
+oo

tion de gx (fonction génératrice de X), Z P(X > n)t".

n=0

Le rayon de convergence de cette série est > 1 car la suite (P(X >n)) est
bornée. Notons h sa somme, et g plutdt que gx la fonction génératrice de X (ce
qu’il ne faut jamais faire a 1’écrit ! changer les notations. ..). On part simplement
de

P(X=n)=P(X>n)-P(X >n+1)

que I’on multiplie par t"*1; on obtient en sommant :

tg(t) = th(t) — (h(t) — 1)
(car P(X > 0) =1). Donc
1—tg(t)
1—t
On pouvait aussi procéder directement : supposons toujours |t| < 1; la suite
(P(X >n)), cn ¢tant bornée, la série Z P(X > n)t" converge (c’est une série
n>0
entiére, de rayon de convergence > 1). Notons hx sa somme. Par formule des
probabilités totales, on a, si [t| < 1,

+oo /+oo
hx(t) = (Z P(X = p)t")

n=0 \p=n

h(t) =

Le théoréme de sommation par paquets appliquée aux familles de réels positifs
montre alors que la famille (uy p)n,p)enz définie par

Unp =PX =p)t|" sin<p ,Unp =0 sinon

est sommable et que sa somme est hx (|t|) (il suffit de remplacer ¢ par |t| dans
ce qui précéde). On peut donc, toujours par sommabilité, écrire :

00 D
=3 (3P0 =)

p:O n—=

—+oo

1 — ¢pt+1
= P X=p)—
> P(X =p)——;
p=0

= (- tgx ()




Exercice 10 (Classique : somme aléatoire de variables aléatoires, iden-
tités de Wald). Soit (X, )neN, une suite de variables aléatoires indépendantes
équidistribuées sur un espace probabilisé (2,4, P), et N une variable aléatoire
sur le méme espace, indépendante des X; (i.e. la suite (X,,)nen, avec Xg = N,
est une suite de variables aléatoires indépendantes). On suppose que les X; et
N sont a valeurs dans N,. Et on pose

Sn=X1+...+Xn
c’est-a-dire, pour tout w € Q :
SN(UJ) = Xl(w) 4+ ... +XN(W)(LU)

1. Exprimer la fonction génératrice de Sy a ’aide des fonctions génératrices
de X; et de N (on rappelle que toutes les X; ont méme loi, donc méme
fonction génératrice).

2. En déduire que, siles X; et N sont d’espérances finies, Sy 'est, et calculer
E(Sy) en fonction de E(X;) et de E(N).

3. Retrouver le résultat précédent sans utiliser les fonctions génératrices.
4. On suppose que N et X; ont des moments d’ordre 2. Montrer

E((Sy — E(X)N)?) = V(X)E(N)

et
V(Sy) = V(X)E(N) + E(X)?V(N)

1. Exprimer la fonction génératrice de Sy a I'aide des fonctions génératrices de
X1 et de N (on rappelle que toutes les X; ont méme loi, donc méme fonction
génératrice).

Soit z tel que |z| < 1. On peut supposer z réel ou z complexe, cela ne change
rien au calcul. Notons Gg la fonction génératrice cherchée :

+oo
Gs(z) = P(Sy =n)z"

(la somme commence & n = 1 parce que ’énoncé précise que les X; et N sont
a valeurs dans N,, mais on pourrait faire commencer la somme & n = 0 sans
inconvénient). La formule des probabilités totales permet d’écrire, pour tout
n>1,

400

P(Sy =n)=>» P(Sy=n,N=k)
k=1
—+oo

=> P(Sy=n,N=k)

k=1

+o0
=> P(Sy =n)P(N =k)
k=1

10



En effet, S, = X7 + ...+ X; et N sont indépendantes, pour tout £ > 1. Donc

+oo /+oo
Gs(z) =) (Z P(S, = n)P(N = k)z”)

Mais, si I'on pose u, x = P(S, = n)P(N = k)z", la famille (un k) (n,r)enz est
sommable ; on peut en effet écrire, pour tout (n, ) [tn k| < Upk OU

Un,k = P(Sk = n)P(N = k)

Or, pour tout n, par formule des probabilités totales, Z Up, i converge, et
k

Zvnk— (Sy =n)

donc Zon converge. Il en résulte la sommabilité de la famille (v, 1), et par

n
suite celle de la famille (u, x).
On peut donc intervertir les sommations :

-5 (ZP P(N = k)z“)
)

k=1
= ZP(N =k) <Z P(Sy =
k=1 n=1

Or le cours affirme, par indépendance des X;, que, si |z] < 1,

ZP Sk—n (Gx( ))

ol Gx désigne la fonction génératrice de chaque variable aléatoire X;. Finale-
ment,

400 +o0
=> P(N=k) <Z P(S, = n)z">
k=1 n=1

+oo

=Y P(N =k)(Gx(2))"
k=1

=Gn (Gx(?))

ou l'on note G la fonction génératrice de N. On notera que |Gx (z)| < 1, ce qui
autorise I’écriture G (Gx(z)). Mais de toute maniére, la sommabilité montrée
précédemment justifie 'existence de toutes les sommes écrites.

2. En déduire que, si les X; et N sont d’espérances finies, Sy 'est, et calculer
E(Sy) en fonction de E(X1) et de E(NV).

11



Siles X; et N sont d’espérances finies, Gy et Gx, que 'on considére ici comme
fonctions définies sur [0, 1] & valeurs réelles, sont dérivables en 1. Donc Gg est
(autre rédaction : Gx et G sont C! sur [0,1], donc G lest), et

Gs(1) = Gx ()G (Gx (1)) = E(X) Gy(1) = B(X1)E(N)

3. Retrouver le résultat précédent sans utiliser les fonctions génératrices.

On passe par la formule des probabilités totales et par une sommabilité.

4. On suppose que N et X; ont des moments d’ordre 2. Montrer
E((Sy — E(X)N)?) = V(X)E(N)

et
V(Sy) = V(X)E(N) + E(X)*V(N)

Ici, Gy et Gx sont de classe C? sur [0, 1]. Par composition ([0, 1] est stable par
n’importe quelle fonction génératrice), Gg est, et

vte(0,1] G4t = GR ()G (Gx () + (G (1) G (Gx (1))

Toutes les variables aléatoires, Sy, X, N ont des moments d’ordre 2, et donc
les produits de deux de ces variables aléatoires admettent des moments d’ordre
1. Donc E(NSy) < +00, et d’autre part, par transfert,

E((Sy —E(X)N)’) = Y (0—qE(X))P(Sy =p.N =)

(p,q)EN.

= > (p-EX)’P(S,=p,N=q)
(p,q)EN.

= Y (r—dE(X))’P(S, = pP(N =)
(p,q)EN.
+oo o

= ZP(N =q) (Z (p— E(Sq))2 P(S, = p))
g=1 p=1

+oo
=Y P(N=q)V(5,)
q=1

“+o0

=3 GVXOP(N = g)
qg=1

= V(X)E(N)

On a utilisé diverses choses : indépendance, sommabilité, transfert. . .

12



Pour 'autre formule :

V(Sn) = G5(1) + Gs(1)(1 — Gs(1)
= GX (DGR (1) + (Gx(1))°GR (1) + E(X)E(N)(1 - E(X)E(N))
= (V(X) + E(X)(E(X) = D))E(N) +---
- (BX))((VN) + E(N)(E(N) - 1)) + E(X)E(N)(1 - E(X)E(N))
= V(X)E(N) + (E(X))*V(N)

13



