mp™ 24-25 : révisions pour l'écrit - Suites, séries,
suites et séries de fonctions - Corrigés

Exercice 1 (Césaro). On considére une suite (uy,),>o d’éléments d'un espace
vectoriel normé (E, ||.||). On définit la suite (vy,)n>0 par

1
T n+41

Up, (uo +uy +ug + -+ + uy)

1. On suppose que la suite (u,) converge vers 0g. Montrer que la suite (vy,)
converge vers Opg.

2. On suppose que la suite (u,,) converge. Montrer que la suite (v,,) converge.
C’est le théoréme de Césaro.

3. Donner un exemple montrant que la réciproque de la propriété précédente
est fausse.

4. On suppose que la suite (u,) est réelle et tend vers +o0o. Montrer que la
suite (vy,) tend elle aussi vers +oo.

Rappelons que le théoréme de Césaro s’obtient, assez simplement et dans le cadre
du programme, par sommation des relations de comparaison. C’est important
a revoir (S10). Pourquoi alors se fatiguer a le faire "avec les €’ ? parce que la
technique (le découpage) est intéressante.

1. Soit € > 0, on fixe un rang Ny tel que
Vn > Ny lunll < e€/2

on a alors, pour tout n > Ny,

TL—N()+16

1
< — _
loall < — ol + - + a1 ) + “ ===

Le majorant tend vers €/2 quand n — +o0, il existe donc un rang N; tel
que
(n = N1) = (lvall <€)

2. Remarquer que

vn—fznil((u0—€)+(u1—€)+---+(un—€))

permet de se ramener au cas { = Og déja traité.

3. Non, l'exemple classique étant u,, = (—1)".



4. Soit A un réel quelconque, on fixe un rang Ny tel que
Vn > Ny Uy, > A+1

on a alors, pour tout n > Ny,

n—N0+1
n+1

Up, >

- n+1(u0+...+uN0,1)+

(A+1)
Le minorant tend vers A + 1 quand n — 400, il existe donc un rang Ny
tel que

(n>N) = (v, > A)

5. Et la réciproque est encore fausse. . .Prenons par exemple u,, = n si n est
pair, u, = 0 si n est impair. La suite (u,) n’a pas pour limite +o0o, en
revanche la suite (v,,) a bien pour limite +0co (on peut calculer v, et
Vont1 sans grande difficulté).

Exercice 2 (Etude d’une suite de fonctions). Etudier la convergence
(simple, uniforme) de la suite de fonctions

fm: R — R

o/n+1
T —> sm( :L')
n

La convergence simple vers sin ne pose pas de probléme. Si on dessine une allure
du graphe de f,, (pas inintéressant), on voit qu’il y a convergence uniforme sur
tout segment, pas convergence uniforme sur R. La convergence uniforme sur
tout segment se voit par exemple en disant

1 1 M
sinx—sin<n+ x)‘g‘x— n x‘g
n n

Vo € [-M, M] -

(M > 0), la non convergence uniforme sur R en regardant par exemple x, =
nw/2...

Exercice 3 (Suite de fonctions et compacité, niveau X-ens). Soit
(fn) une suite de fonctions définies sur un compact K d’un espace vectoriel
normé de dimension finie (F,||.||g), lipschitziennes de méme rapport A > 0, a
valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie F'. On suppose que
la suite (f,,) converge simplement sur K vers une fonction f.

1. Vérifier que f est, elle aussi, A-lipschitzienne.
2. On veut montrer que la convergence est uniforme. On fixe € > 0.
(a) On pose r = > 0. Montrer qu'il existe p € N et (2;)o<i<p une
famille de p 4+ 1 éléments de K tels que

P
K C U B(zi,r)
i=0

(on pourra raisonner par l’absurde).



(b) Démontrer que, pour tout ¢ tel que 0 < i < p, pour tout x dans
B(zi,r),

|fal@) = F@)llr < 25 + [ falas) = F@)lF

(c¢) Conclure

1. On fixe z et y dans K. On a, pour tout n > 0,

1fn(y) = fu(@)llF < Ay —2lle

On prend les limites quand n — +o00o (on n’a besoin que de la convergence
simple), on obtient bien

1/ (y) = f(@)llr < Ally — zlle

2. (a) La précompacité, un classique...S’il n’y avait pas un tel p, on pourrait
construire par récurrence une suite (x,) d’éléments de K telle que

P
VpeN Tp+1 & UB(xi,r)
i=0

Soit ¢ : N — N strictement croissante. Alors, pour tout n,

Tont1) & B (Tg(n)7)

ou encore : [|Zy(ni1) — Tg(n)llE = 7. Ce qui empéche la suite (24(,))
de converger, contradiction avec la compacité de K. Autre rédaction :
soit y € K quelconque. Il ne peut y avoir plus d’un k tel que x; €
B (y,r/2). Donc y n’est pas valeur d’adhérence de (x,). Donc (z,,)
n’a pas de valeur d’adhérence. Contradiction.

(b) Il suffit de penser a écrire

[fn(z)=f(@)llp < I fn(@)=frlz) | e+ fulwi) = f (@)l o+ f () = f ()] F
Mais f,, et f sont A-lipschitziennes :
[fn(z) = F@)llp < 2M|z = 2il|2 + || fo(2:) = fzi)l P

3N
(c¢) Par convergence simple, pour tout ¢ € [0, p], il y a un N; tel que

et flo — 2l <

n>Ni = ||fu(i) = f(2i)llr <

Prenons alors N = max(Ny, N1,...,Np), on aura
m=2N)=VeeK |fulz)—f(@)|Fr<e

ce qui conclut a la convergence uniforme.



Exercice 4. [Théoréme de Dini, Oral Mines, niveau X-ens]|

Cet exercice est plutét un exercice sur la compacité. La deuxiéme question est
assez difficile, il faut bien écrire de quoi on part et ce qu’on cherche pour savoir
a quoi appliquer la premiére question.

1.

Soit (K,) une suite décroissante de fermés de [a,b] (a < b), d’intersection
vide. Montrer qu’il existe ng € N tel que K,,, = 0.

. Soit (f,) une suite croissante de fonctions continues sur [a,b] conver-

geant simplement vers une fonction f continue sur [a, b]. Montrer que la
convergence est uniforme.

Donner un exemple montrant que, si on supprime 'hypothése de conti-
nuité de f, la résultat n’est plus vrai.

Dans les deux premiéres questions, peut-on remplacer [a,b] par R?

. Si aucun K, n’est vide, on prend un x,, dans chaque K, . Par le théoréme

de Bolzano-Weierstrass, de la suite bornée (x,,) de réels on peut extraire
une suite (24(,)) convergente. On vérifie que la limite de cette suite ex-
traite est dans (| K, (soit p quelconque; sin > p, on a ¢(n) > n > p,
donc x4 (n) € K par décroissance pour I'inclusion. Ce qui, par contrapo-
sée, conclut.

Pour tout € > 0, on définit une suite (K,),>1 de la maniére suivante :
Kn = {Z’ S [avb] ; f(fE) - fn(‘r) > 6}

La continuité de f, et de f fait que K,, est un fermé de [a,b] (i.e. I'in-
tersection avec [a,b] d’un fermé, i.e. un fermé inclus dans [a, b], puisque
[a, b] est lui-méme fermé. 11 n’y a donc pas vraiment ici de probléme de
topologie induite). La croissance de la suite (f,()),,cn montre pour tout
x € [a,b] que x € K, 1 = z € K,. Et la convergence simple fait que,
pour tout z, & partir d'un certain rang, x ¢ K,,. La premiére question
donne alors lexistence d'un ng tel que K,, = 0. Qu’a-t-on montré ? que

Ve>0 dngeN Vn>ng V€ la,b fx) — fulz) <€

Ce qui est bien la convergence uniforme.

I suffit de considérer la suite (x — z™) sur [0,1]. Certes elle n’est pas
croissante, mais elle est décroissante, ce qui revient au méme (si on préfére
vraiment la croissance, on considére (z — —z™).

x
Non. Prendre par exemple f, : x+— 1— u




Exercice 5 (Nature d’une série). Exercice « catalogue »

In(1 + a™n®

% (a>-1,aetp
n

réels. Il peut y avoir des cas & éliminer si le terme général n’est pas défini au

moins & partir d’un certain rang).

Discuter la nature de la série de terme général

Dans l'expression, a™n®, le terme « le plus important » est a™ (attention a ne
pas mal comprendre cela : évidemment, on n’a pas a"n® ~ a", sauf si « = 0)...
On discute donc primordialement sur a.
e Cas a > 1. Notant u,, le terme général,

nln(a) + alnn+In(1 +a "n=%)

Up, = B ~ In(a)n*="?

Par critére de Riemann, il y a convergence si et seulement si § > 2.

¢ Si0 < a< 1. On a directement u, ~ a"n®"?, et on obtient la convergence

par comparaison ou avec le critére de d’Alembert.
e Si a =1 : on distingue o = 0, série de Riemann, a < 0 on trouve 1’équivalent
n®~# (encore une série de Riemann), a > 0 :

alnn+In(l+n"%)

Up =
nB

d’ou un équivalent, et on est ramené a une série de Bertrand (a étudier : ce n’est
pas au programine. . .).

e Si —1 < a < 0, convergence absolue avec les mémes outils que 0 < a < 1

e Sia = —1, a < 0, un développement asymptotique & deux termes et le
théoréme sur les séries alternées. ..

Les autres cas ne sont pas a étudier (u, n’est pas défini, méme a partir d’un
certain rang).

Exercice 6 (comparaison séries-intégrales et croissances comparées :

1
séries de Bertrand). Etudier la nature de la série Z o (lnn)? suivant les
n® (lnn

valeurs des réels a et 3.

Pour « > 1, on utilise les croissances comparées, un «’ dans |1, a[ et une com-
paraison aux séries de Riemann pour conclure & la convergence. Pour o < 1,
on utilise la comparaison & Y 1/n (avec éventuellement croissances comparées),
on conclut & la convergence. Pour a« = 1 et 8 < 0, méme chose. Pour a = 1
et 8 > 0 et seulement dans ce cas, on est obligé de revenir & une comparaison
série/intégrale, avec calcul de primitives (cas particulier 5 = 1), on voit qu'il y
a convergence si et seulement si 5 > 1.

Un petit peu plus explicitement :

Si a > 1, on prend une « marge de sécurité » : soit J tel que 1 < § < «. Alors

o = ()




ce qui donne la convergence.
Sia <1, alors

= ()

1
:O _—
(na <1nn>ﬁ>
donne encore la divergence.

On est donc réduit au cas a = 1, f > 0, qui se traite par comparaison & une
intégrale.

ce qui donne la divergence.
Sia=1et <0, alors

S|

Exercice 7 (comparaison série-intégrale : étude des restes). Pour quelles
valeurs du réel o le nombre
o0

Uy = Z(k + 1)7¢ existe-t-il? Etudier alors la nature de la série de terme

k=n
général u,,.

Le reste existe si et seulement si & > 1 (Riemann). On peut alors encadrer le
reste par deux intégrales calculables :

/+oo dt “u </+oo dt
no (DT T Ly (t+ D)

-

en déduire un équivalent de u,, : u, ~ ot et obtenir que > u,, converge si

et seulement si o > 2.

Exercice 8 (Utilisation d’un développement asymptotique). Etudier
suivant les valeurs du réel a la nature de la série de terme général

Si o = 0, la série n’est pas définie (un terme sur deux n’existe pas). Si a < 0 elle
diverge grossiérement, on suppose donc a > 0 (et on commence a n = 2). Un

(-1

mais quand on n’a pas une série a termes réels positifs, on ne peut pas utiliser

le critére d’équivalence (on doit comparer a une série a termes réels positifs).
On écrit donc

équivalent ( ) pourrait alors laisser croire qu’il y a convergence (tssa),

(-~

@ _1"
(I )

Up =

na



Ou encore

i (1 e, (;))

En développant on obtient
Up = Up + Wy
(—1)n-1 1 . P
avec vp = ~— o — et w, = o +o <n2a> Mais " v, converge par théoréme
sur les séries alternées, donc > u, converge si et seulement si  w,, converge,
si et seulement si a > 1/2 (Riemann).

Exercice 9 (Sommation des relations de comparaison : cas de diver-
gence). On considére la suite définie par ug = 1, un1 = Sinuy,.
1. Démontrer que (u,) converge vers 0.
2. En utilisant le développement du sinus & un ordre convenable au voisinage
de 0, établir le développement asymptotique suivant :

1 1 1
e 1
upp o U i 3+”g°°( )

En déduire ’équivalent suivant :

1. On commence par remarquer que le segment [0, 1] est stable par la fonc-
tion sin (car 1 < 7), donc la suite (u,) est bien définie & valeurs dans
[0, 1]. L’inégalité classique

Ve >0 sinx <z

(obtenue par étude de la fonction x +— sinx — x, ou par concavité de sin
sur [0, 7], I'inégalité étant évidente au-dela de ) permet alors de dire

Vn € N Upt1 > Up

et la suite (u, ), décroissante et minorée par 0, converge vers une limite
¢ qui vérifie, par continuité de sin,

sinl =+¢

d’ott £ = 0 (I’étude de la fonction x — sinz —  montre en effet qu’elle
est strictement décroissante sur R, donc injective : 0 est le seul point fixe
de sin).

’ (up) converge vers 0




2. Et on peut donc écrire

3
n 3
Un+1 = Unp — F—’_ n4>0+oo (un)

4

+), mais ce n’est pas utile comme on le verra dans la

(on a méme un o (u

suite des calculs). Développons comme indiqué dans ’énoncé :

2
= (L= o ()
=u,?(1-2(-

o ‘::m

)+ 0 (up))

(on peut utiliser le développement limité de (14 y)~2 au voisinage de 0,
car u2 a une limite nulle). On obtient bien
1 1 1

I 1
ufH_l u%+3+0()

qui peut s’écrire sous forme d’équivalent :
1 1 1
2 273
un+1 Up, 3
On utilise alors la sommation des relations de comparaison dans le cas

de divergence (on pourrait ici utiliser le théoréme de Césaro, mais il est
hors-programme) ; on est bien dans le cadre d’application de ce résul-

1
tat, car — est le terme général strictement positif d’une série divergente

(grossiérement), ce qui implique qu’a partir d’un certain rang au moins

57— — —5 > 0, c’est d’ailleurs vrai des le rang 0 par strictes décroissance
Upt1  Up

et positivité de la suite (u,), mais peu importe, « a partir d’un certain
rang » nous suffit. On peut donc écrire :

—1
S

T2 T 9 ~
=0 uk+1 uk n—-+4oo

1
L

B
Il
Wl =

0

(Dans le cours, on somme de 0 & n, mais ici, on préfére sommer de 0
a n — 1 pour tomber directement sur le résultat sans avoir a faire un
décalage d’indice. Bien évidemment, S,, ~ ¥, ou S,,_1 ~ ¥, _1, c’est la
méme chose) On réécrit cela :

1 1 n
wEui 3
Mais%féw% (car%%+oo),et donc
n Ug Uy, Un,
1 n
w3

oo



On peut inverser un équivalent, diviser par n, prendre les racines carrées
si les deux membres sont positifs (si on en doute, on revient a la définition
d’un équivalent, et on note que I'inverse ou la racine carrée d’une suite
qui converge vers 0 converge aussi vers 0) ; on aboutit a

3

Up ~ ) —
n

3. On pousse le développement un cran plus loin :

ur_il = u;z(l — %% + %Jr 0 (un))72
=ty ey DX ) )
:u*2(1+§ - %Jr%Jro(ui))
=u;2+§+%+o(ui>
ce qui donne bien
1 11 u?

On peut encore ici utiliser la sommation des relations de comparaison
dans le cas de divergence (> 1/n diverge, est a termes réels positifs, et
donc le premier membre est a termes positifs a partir d’un certain rang).

On obtient )

3
|

1 1 (n-1)

1
uZz u? 3 notoo £ 5k

=~
Il

et donc, en utilisant ’équivalent connu des sommes partielles de la série
harmonique (que 'on peut retrouver par comparaisons sommes-intégrales),

1 1 (n—-1)

1
— ~ Ihn—1
uz ou? 3  notoo b an —1)

Mais In(n — 1) =Inn +In(1 — 1/n) ~ Inn. Et donc :

1
- - — - :glnn+o(lnn)



ou encore, en éliminant les termes négligeables devant Inn,
1 n 1
— =—+4+—-Innt+o(Inn
w2 3 5 (lnn)

et donc

1 _
+ glnn—l— o (Inn)) 1/2

_ny—1)2 3lnn Inn,\-1/2
=) (s G0

3 3 Inn Inn
=5 te5)

3 _3\/§ Inn Inn

tn = n 10 n3/2 +0(n3/2)

Aller plus loin pose des problémes intéressants. . .et pas seulement tech-
niques !

Exercice 10 (Séries télescopiques; sommation des relations de com-
paraison : cas de convergence).

1. On définit, pour tout entier naturel non nul n,
"1
Sn:,;E et u,=25,—Inn.

Trouver un équivalent de uy,+1—u,. En déduire que la suite (u,,) converge.
On appelle 7 sa limite.

2. En comparant les restes des séries Y (up41 —uy) et Z o2 démontrer
que
Sp=Inn+~+ —+t (1)
n=1Inn — o (-
" 2n  n—oo 'n
On calcule :
1 1 1
n — Up = —In(1 - PR YR
Unit —tn = ooy (4 )+ o 2(n+1)
1 1,1 1 1 1,1
=1+ ) w1y - —(1f1f)
n(Jrn) n(+n)+2n (+n)
1 1 +1 1Jr 1 1 n 1 1 n (1)
= —- - — - — - - o—
n n?2 nd n 2n%2 3n3 2n2 2n3 n3
1 1
~ g0 ()

Il n’y a plus qu’a comparer les restes, et & encadrer ceux de > 1/n® par des
intégrales qu’on calcule, comme dans la question précédente. On obtient
1 1 )

(

1
Sp=Inn+~v+ —

o (=
2n  12n2 n—oo ‘n2

10



Exercice 11 (Utilisation d’une sommabilité simple). Démontrer que les

deux séries Z(C(k) —1) et Z(—l)k(g(k) — 1) convergent, et calculer leurs

k>2 k>2
somimes.

Vu en cours; pour la premiére, on développe la définition de ((k) en série, ce
qui améne naturellement & s’intéresser a la sommabilité de la suite double

( ; )
nk
Y/ n>2.k>2

Mais posant u, , = on a pour tout n > 2 la série ), u, ; qui converge, et

nk’

+oo
1 1 1
Sn =) Unk = — T~
= n?y 1 n(n—1)
n

Donc E Sy, converge, et
n>2

+oo
anzl

n=2

1
(série télescopique), par théoréme de sommabilité par paquets la famille <k>
") pn>2.k>2

est sommable, par sommation par paquets on peut la sommer « dans 'autre
sens » (par rapport & n puis & k) et on obtient que la premiére série converge,
sa somme vaut 1. Pour la deuxiéme, il y a seulement un signe qui se rajoute, ce
qui fait que la sommabilité a déja été examinée, il n’y a plus qu’a sommer par
paquets, on trouve 1/2.

Exercice 12 (Sommabilité). Démontrer que la fonction = +— exp(exp ) est
développable en série entiére sur R.

On part de

nx

+o0 e +oo /400 nPrP
exp(expz) = Y T > (Z nl p!>

n=0 n=0 \p=0

ce qui raméne a une étude de sommabilité et une interversion de 'ordre des
sommations : voir cours.

11



Exercice 13 (Sommabilité). On note ¢1(Z) 'espace vectoriel des familles
sommables de réels indexées par Z. Si u et v sont dans ¢1(Z), on définit u * v
par
Vn € Z (uxv)(n) = Z u(k)v(n — k)
keZ
Montrer que u * v est bien défini et est dans ¢!(Z). Comparer sa somme avec
celles de u et v.

La famille v, sommable, est bornée (pour tout k, [v(k)| < 37,y ¢ [v(j)] < +00).
On peut écrire

VkeZ  |u(k)o(n — k)| < [[v]loc|u(k)]
Or la famille u est sommable, donc, par comparaison, la famille (u(k)v(n — &))<z
Pest. D’ou la bonne définition de (u * v)(n). On veut maintenant montrer, en
quelque sorte,

nez

> u(k)v(n — k)

keZ

< +o0

Pour ceci, il est naturel de définir la « suite double » (ce n’est pas vraiment une
suite double, ensemble d’indexation est Z2, et n’est pas N?) w par

w(n, k) = u(k)v(n — k)

Pour tout m € Z, définissons I,,, = {(n,m) ; n € Z}. Les I,, (m € Z) forment
une partition de Z2. Pour tout m, la famille (Jw(n, K)) (n.iyer,, est sommable,

et
sm= > |wln k)| = [u(m)] D |v()|

(n,k)Ely JEZ

Donc la famille (sp,),,c
famille w est sommable.
Pour tout m € Z, définissons J,, = {(m, k) ; k € Z}. Les J,, (m € Z) forment
une partition de Z2. Pour tout m, la famille (Jw(n, K)[) n.kye,, est sommable,
et sa somme est

7 est sommable et, par sommabilité par paquets, la

o =3 lwlm k) = 3 fu(k)o(m — k)|

kEZ kEZ

De plus, la famille (0,,)mez est sommable, et comme |(u * v)(m)| < o,,, par
comparaison la famille u*v est dans ¢!(Z). Et donc, par théoréme de sommation
par paquets,

D (uxv)(n) =) (Z u(k)v(n — k)) => (Z u(k)v(n — k))

neZ n€Z \k€Z k€EZ \n€Z

D’ou, finalement,

> (wrv)(n) = <Z u(n)> (Z v(n))

neZ

12



Exercice 14 (Etude d’une série de fonctions). Pour quelles valeurs du
—nx

. . e
réel x la série de fonctions Z(—l)”“— converge-t-elle? Démontrer que
n
n>1
sa somme est continue sur son domaine de définition. Démontrer qu’elle est
dérivable sur R} et calculer sa dérivée. En déduire la valeur de la somme de la
série harmonique alternée :
f (—1)n+1
n=1 n
Rappel : la méthode la plus rapide, avec le programme, pour calculer la somme
de la série harmonique alternée, est avec le dse de In(1 + .), voir plus loin.

—nxT
Pour tout x > 0, la série Z(—l)"“e— vérifie les hypothéses du théoréme
n>1 n
sur les séries alternées (pour x > 0, elle est aussi absolument convergente, mais
cela ne permettra pas de montrer la convergence uniforme sur [0, +00[). On peut
donc définir, pour = > 0,

kb1 efkrw
Ru()= 32 (1M1
k>nt1
et obtenir la majoration :

n+1)z 1

—(
e
Ve >0 R,(z)| < <

- [ Fn ()] < n+l T n+l
qui montre la convergence uniforme de la suite (R,,) vers 0 donc la convergence
uniforme de la série de fonctions sur [0,4oc0[. On a oublié de dire qu’ailleurs,
sur | — 00, 0[, il y avait par croissances comparées divergence grossiére.

Notons
nT

fo 1t x— (—1)"+1—e
n

Elle est de classe C* sur ]0, +-oc[, de dérivée

[l (=1)"e ™"

n

Soit K = [a,b], 0 < a < b, alors

1 ke lloo < €77

et > e " converge, donc Y f/ converge normalement sur tout segment inclus
dans ]0, +-00[. Par théoréme, Y f,, est de classe C*! sur ]0, +oc], de dérivée

_e_m

T ———
l1+e®

(série géométrique). Par conséquent, notant, si > 0,

+oo e~ Nz
f(z) = Z(—l)nHT
n=1

13



il existe une constante c telle que
Vo >0 f@)=In(1+e ™) +c

Mais par théoréme de la double limite on trouve que ¢ = 0, et par continuité en
0, finalement,
f(0)=1In2

Exercice 15 (Interversion série-intégrale avec « le » théoréme). Dé-

montrer que
—i:.o (=)™ /1 Inz d
—_— = T
(2n —1)2 o 1+ a?

n=1

Siz €]0,1],
Inx —io( ) 2n )
—_— = )"z Inzx
1+JJ2 n=0

On note ¢, (z) = (—1)"2?" Inx; on calcule

1

1
Nl(¢n) = _/O J:Qn Inzdz = m

(intégration par parties). Y Ny(¢,) converge, les autres hypothéses du théoréme

(continuité par morceaux et intégrabilité de ¢,,, convergence simple de > ¢,
—+oo

continuité par morceaux de E ¢r) ont simplement & &tre citées) sont vérifiées,

n=0
on peut donc intervertir. Et le résultat en découle.

Exercice 16 (Interversion série-intégrale sans théoréme). Soit « un réel
strictement positif. Démontrer que

/1 g1 1 1 1
dx = —_— — + —_ .
0o 1+ a a+l a+2
Les théorémes sur les interversions séries-intégrales n’étant pas utilisables, on
écrira, en développant en série 1/(1 + z),
xa—l
1+ -

Sn(z) + Ry ()

ot S, est une somme partielle, et R,, un reste dont on montrera que 'intégrale
converge vers 0, avec le théoréme de convergence dominée.

On a, si z €]0,1],
ma—l

1—|—a::

+oo
Z(_l)nxa—l-i-n
n=0
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Si I'on note ¢, (x) = (—1)"z***" 3" Ni(¢,) diverge, on ne peut donc pas
appliquer le théoréme. Mais on peut écrire (sommation géométrique encore)

a+n

a—1 n
x _ Z(_l)kx(x—1+k + (_1)n+1$
k=0

1+ 1+
Toutes ces choses sont intégrables sur ]0, 1], donc
1 _a—1 n k 1 atn
x (-1) x
dx = -1 ”“/ —d
A 1+a " Z; TR eV e

L’intégrale au second membre tend vers 0 quand n — +o0o soit par convergence
dominée (domination par 1...) soit directement, sans théoréme, par

1 a+n
/ v dz
o 1+=x

et on obtient donc bien

! 1
g/f‘*"dzgi
0 a+n+1

1 a-1 too k
-1

/’x ar =3y 5

0o 1+ k:0a+k

Exercice 17 (Série entiére). Soit (a,)n,>0 une suite de réels positifs, décrois-
sante, ayant pour limite 0. Démontrer que la série entiére Z(—l)”anx” a un
n>0
rayon de convergence supérieur ou égal a 1, et que sa somme est continue sur
le segment [0, 1]. En partant des développements en série entiére de In(1+ ) et
arctan x, en déduire les égalités suivantes :
1 1 1

l— b 4. =In2
5 T3 17 .

1_1_’_1_1_’_ _f
3 5 7 4

La série converge pour = 1 (théoréme spécial sur les séries alternées), donc
le rayon de convergence est > 1. Le théoréme spécial sur les séries alternées
s’applique pour tout x € [0, 1], donc on peut majorer

“+oo

Z (—1)*apat

k=n-+1

< app12" ™ <ang

ce qui donne une convergence uniforme sur [0, 1] donc la continuité. Les appli-
cations partent de développements en séries entiéres que ’on connait. . .
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Exercice 18 (Interversion série-intégrale). Soit > a,z™ une série entiére
de rayon de convergence R strictement positif. On note f sa somme. Soit 7 un
élément de [0, R[. Démontrer que, pour tout entier naturel n :

1 o 0\ ,—inb
an = f(re')e™""do
0

2mrn

On note alors M (r) = sup |f(z)|. Justifier existence de M(r), et majorer |ay|
|z|=r

a laide de r, n, M(r).

Que peut-on dire d’une série entiére dont le rayon de convergence est infini et

dont la somme est bornée ?

Si0<r<R,onalre?| < R, ce qui permet d’écrire
“+o0
f (7’6“9) = g aprpe”’e
p=0
et donc, si n est un entier naturel,

+o0o
f (mw) e—zn9 _ Z aprpel(P_")e
p=0
On peut alors se douter qu’il va s’agir d'un probléme de permutation série-

intégrale. Définissons (aprés avoir fixé n € N)

Gp 10— aprpei(pfn)e

On a Ny (¢p) = l|ap|r?, donc ZNoo(gbp) converge (car r < R), donc > ¢,

P
converge uniformément car normalement sur le segment [0, 27]. On peut alors

permuter.

On peut aussi utiliser le théoréme le plus fréquemment utilisé pour ce genre de
permutation (parce qu’il ne demande pas la convergence uniforme, parce qu’il
n’impose pas d’étre sur un segment. ..), celui dont ’hypothése cruciale est la
convergence de > Ni(¢,). Il suffit de remarquer que

Ni(¢p) < 27|ap,|r?

Bref, tout cela permet d’écrire

2 +00 27
f(rew)e—inﬂda _ Z (apr / ei(P—n)OdQ)
0 0

p=0

Or on calcule facilement (surtout sans repasser par cosinus et sinus !) :
27 )
/ e™dh=0 si keZ\{0}
0
Si k =0, le calcul est immédiat. On aboutit finalement & la formule souhaitée.
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Le cercle de centre 0 et de rayon r est un compact inclus dans le disque ouvert
de convergence, donc f, continue, est bornée sur ce compact, ce qui justifie
lexistence de M (r). Une majoration d’intégrale standard donne alors

M(r)

rn

|an| <

Si R = 400 et si f est bornée, on peut majorer tous les M (r) par un méme M
indépendant de r. On a alors

|an| S 7‘7
et en prenant la limite quand r — +o0, on trouve
Vn>1 an, =0

et donc f est constante.
Par exemple, le cosinus, le sinus sont constants (ga, c’est siirement faux, mais
pourquoi 7).

Exercice 19 (Développement en série entiére d’une fonction ration-
nelle).

Exercice important, car ce sont des dse classiques, et il faut savoir jouer sur la
dérivation et le produit de Cauchy de séries entiéres.

1. Soit @ un nombre complexe non nul. Montrer que la fonction z — 1/(z—a)
est développable en série entiére sur un disque ouvert centré en 0. Donner
ce développement, et son rayon de convergence.

2. En déduire que, si m est un entier naturel non nul et a un complexe
non nul, z — 1/(z — a)™ est développable en série entiére sur D(0, |al).
Calculer les coeflicients de ce développement.

3. Soit F' une fraction rationnelle complexe n’admettant pas 0 pour pdle.
En utilisant la décomposition en éléments simples de F', démontrer que
F est développable en série entiére au voisinage de 0. Quel est le rayon
de convergence de cette série entiére? (on l’exprimera en fonction des
modules des poles de F')

Soit @ un nombre complexe non nul. Montrer que la fonction
z + 1/(z — a) est développable en série entiére sur un disque
ouvert centré en 0. Donner ce développement, et son rayon de
convergence.

1
On essaye de se ramener a un dse classique : celui de sur D(0,1). On écrit
u

donc
1 -1 1

z—a a l-2z/a

17



et donc, sur D(0, |a|),

+ +
1 =1 , Z“ 1,
= — —Z = — _—Z
z—a a am antl
n=0

n=0

Il n’est pas difficile de voir que le rayon de convergence de cette série entiére est
|al.

En déduire que, si m est un entier naturel non nul et ¢ un complexe
non nul, z — 1/(z — a)™ est développable en série entiére sur
D(0,]a]). Calculer les coefficients de ce développement.

a un dse d L

T, dundsede m, on pense peut-
étre d’abord a la dérivation. Le probléme est que dans le cadre du programme,
on ne peut pas dériver des fonctions d’une variable complexe. Intéressons-nous
quand méme & cette dérivation :

Par théoréme de dérivation terme & terme des séries entiéres, de

Lorsqu’on cherche & passer du dse de

1 =
Ve el —1,1] 1= :ngzox"
on déduit
1 = .
VY E]—].,].[ m:ng:lnx

Mais on peut dériver autant qu’on veut. On aura donc, en dérivant m — 1 fois
le dse de 1/(1 — ) (on suppose m > 2),

Vo el —1,1] (m -1 _ +ZOO ni!xn*mﬂ
’ 1-a)m & (n—m+1)

Ou encore, en arrangeant les expressions :

1 = n n—m-+1

que 'on peut réindexer en

Vo el —1,1] (1_196)”1_+§<k+7;1>x’“

k=0

Voila. . .pour une variable réelle. Il est a noter que seule notre ignorance nous
empéche d’étendre ce qui vient d’étre fait & une variable complexe! mais dans
le cadre du programme, une autre opération que la dérivation nous permet
d’avancer : le produit de Cauchy. En effet, I’écriture

1 1 1

(z—a)™tl  z—a(z—a)™
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nous permet, par récurrence, de conclure directement a la développabilité en
série entiére sur D(0,|a|) de z — 1/(z — a)™.

En revanche, cette technique par produit de Cauchy n’est pas idéale pour le
calcul des coefficients. Définissons :

+oo
1
VYm >1Vz € D(0,|a|) Goam = Z Q2"
n=0

On a déja
—1

anO CYLn:W

(dse de 1/(z — a), voir ce qui précéde), puis, par produit de Cauchy :
n
Ym>1 Vn>0 Am41,n = Zam,kal,n—k
k=0

donc, par exemple, pour s’entrainer un peu :

n

-1 -1 n+1
G20 = Z b+l qn—k+1 — gnt2

k=0

Si on continue, les calculs sont moins pratique. Mais si on sait que

+oo
1
VYm > 1Vz € D(0,]al) Goan = E Q2"
-
n=0

alors, de
1 (=™ 1
(z —a)™ am (1—2z/a)™
on déduit
1 +00
VYm >1VYu e D(0,1) A—am = (—a)™ Z Qo n @ U™

n=0

(z = au, u = z/a); ce dse est a fortiori valable sur | — 1, 1] et donc, par unicité
du dse, les coefficients sont ceux qu’on a calculés par dérivation :

Vi <n+m—1>

’ antm n

Soit F' une fraction rationnelle complexe n’admettant pas 0 pour
pole. En utilisant la décomposition en éléments simples de F', dé-
montrer que F' est développable en série entiére au voisinage de
0. Quel est le rayon de convergence de cette série entiére? (on
Pexprimera en fonction des modules des poles de F')

Appelons aj ..., a, les poles de F' (tous non nuls), de multiplicités respectives
mi,...,mp. La décomposition en éléments simples de F' s’écrit
PO g
F(z)=E(z ( 4)
(2) = B( >+; kZ_l(Zfaj)k
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les o ) étant des nombres complexes. La partie entiére est polynomiale, donc

développable en série entiére sur C. Par combinaison linéaire, F' est au moins

développable en série entére sur D(0,r) ou r = min (la;]). Mais s’il y a un
1<j<p

pole au moins double dont le module est égal a ;, ou si plusieurs poles ont
pour module r, on ne peut exclure a priori que le rayon de convergence d’une
combinaison linéaire de séries entiéres de rayon > r soit strictement supérieur &
7.

Cependant, ici, cela ne se peut. Supposons en effet

+oo
Vze D(0,r) F(z)= Z pn2"
n=0

et supposons que le rayon de convergence de la série entiére Z 2" soit R > r.

n

Notons alors, pour tout z € D(0, R),
—+o0
G(z) = Z wn2"
n=0
G coincide avec F' sur D(0,r), et est bornée sur D'(0,7) qui est un compact

inclus dans D(0, R). Soit a;, un pole de F tel que |a;,| = r. Alors

|G(ta10)| = |F(t(110)| — 400

t—1,t<1

Mais cela contredit le fait que G est bornée sur D’(0, 7).

On écrit F sous forme irréductible : F = P/Q. En écrivant QF =
P, démontrer que la suite des coefficients du développement en
série entiére de F' vérifie, & partir d’un certain rang, une relation
de récurrence linéaire.

Le produit QF d’une fonction polynéme, donc développable en série entiére
avec pour rayon de convergence +oo, par F', développable en série entiére avec
pour rayon de convergence r > 0, est développable en série entiére au moins sur
D(0,r) par produit de Cauchy. Ecrivons

+oo
Vz € D(0,]a]) Q(2)F(2) =Y vn2"
n=0

Comme par ailleurs QF = P, on peut aussi écrire, pour tout z € D(0, |a|) (et
plus généralement pour tout z qui n’est pas un pole de F)

d
QRIF(z) = P(z) = 3 pue”
n=0

(P est polynomial). Mais un développement polynomial est un développement
en série entiére particulier, 'unicité du développement en série entiére s’applique
donc et permet d’écrire

Vn >d v, =0
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ce qui, écrivant Q(z) =g+ @1z + ...+ ¢s2° et utilisant la formule qui donne le
produit de Cauchy, donne

)

Wn>d Y qepn-k = 0
k=0

+oo

(Z pn2" désignant toujours le dse de F'). Mais ¢qo # 0 (0 n’est pas pole de F),
n=0
on obtient donc

)
dk q1 ds
Vn >d M = — Z —Hn—-k = T Hn-1—"-.. 7 —Hn-g
1 90 q0 do
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