Convexité

Exercice 1. Justifier, en utilisant des arguments de convexité, les inégalités

(treés classique pour la premiére, presque du cours, classique pour la seconde) :
Vo > —1 In(l+z) <z

2
Vo € [0,7/2] sinx > —x
T

Ces deux inégalités se montrent en étudiant des variations de fonctions. Avantage
de la convexité : I’élégance des preuves. Inconvénient : la stricte convexité n’est
pas au programme, on n’obtient donc pas le fait que ces inégalités sont strictes

ailleurs qu’en —1 pour la premiére, en 0 et en 7/2 pour la seconde.

On parle de fonctions concaves sur les intervalles considérés. La premiére est
donc au-dessous de sa tangente au point d’abscisse 0, la seconde au-dessus de

sa corde entre les deux points d’abscisses 0 et 7/2.




Exercice 2 (Inégalité de Jensen).

On considére une variable aléatoire X a valeurs réelles, et ¢ une fonction réelle
d’une variable réelle, dérivable, convexe. On suppose que X et ¢(X) sont d’es-
pérance finie. En écrivant que le graphe de ¢ est au-dessus de sa tangente au

point d’abscisse m = F(X), montrer que

¢ (BE(X)) < E(o(X))

Qu’obtient-on avec la fonction x — 2?2 et avec la fonction x — |x|?

De
VeeR  ¢(x) = d(m) + (@ — m)¢ (m)

on tire (comme X est & valeurs réelles)
O(X) = ¢(m) + (X = m)¢'(m)
et donc, par croissance et linéarité de ’espérance,
E(6(X)) = é(m) + ¢/(m) (E(X) —m)
d’ott le résultat. L’application & = — 22 donne
(B(X))* < B(X?)

Et celle & |.|...est un peu abusive car |.| n’est pas C*.




Exercice 3 (Inégalité de Jensen).
Soit f : [a,b] > Ret ¢ : R — R continues, ¢ convexe. On suppose a < b.
On veut montrer que

b b
as(bi / f(t)dt> <= | etar

(inégalité de Jensen)

1. Démontrer I'inégalité en utilisant des sommes de Riemann.
2. On suppose désormais ¢ de classe C'. Soit v € R, montrer
VzeR  ¢(z) 2 ¢(7) + (z—7)¢'(7) (1)

3. On applique (1) a f(t), puis on intégre l'inégalité obtenue entre a et b.
Comment choisir v pour en déduire I'inégailté de Jensen 7

4. Ecrire 'inégalité de Jensen pour ¢ : x — z2. Vérifier que le résultat
obtenu peut s’obtenir grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

5. Ecrire I'inégalité de Jensen pour ¢ : x — 1/x : on supposera la fonction
f a valeurs réelles strictement positives. Vérifier que le résultat obtenu
peut (encore!) s’obtenir grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1

n—1
b— k(b—
. Définissons, pour tout n > 1, S,, = a4 E f <a—|— (a)) C’est
no = n

une somme de Riemann associée & f et & la subdivision réguliére de pas



b—a

sur le segment [a, b]. En utilisant la convexité de ¢,

¢(bﬁna):¢(;§f(a+w)) g;§¢(f(a+k<b;a>))

b
Mais S, —— [ f(¢t) dt,

n—+oo

i;ié‘b(f (a—|— /f(bn—a)>> S bia/ab(p(f(t)) dt,

¢ est continue, les inégalités larges « sont conservées a la limite »...On

conclut donc.
. C’est du cours (le graphe de ¢ est au-dessus de ses tangentes).

. Donc, pour tout ¢ € [a, b],

o (f(t) > o(v) + (f(t) =) ¢'(7)

On intégre entre a et b (a < b, donc l'inégalité ne change pas de sens),

ce qui donne
b b
/ o (f(t))dt = (b—a)o(y) + (/ f(t)dt —~(b— a)) ¢'(v)

1
b—a

b
En particulier, prenons vy = / ¢ (f(t)) dt, on obtient bien l'inéga-

lité souhaitée.



. La fonction x — 2 est convexe, I’inégalité s’écrit :

1 b ? 1
(b—a/ ﬂt)dt) “b—a
b 2 b
( / f(t)dt> <(b-a) [ P

ce qui est bien une inégalité de Cauchy-Schwarz :

</ab1 X f(t)dt>2 < (/ﬂb 12dt> (/ab f2(t)dt>

. La fonction x +— 1/x est convexe sur ]0 +o0[, ce qui permet d’écrire

Fr st
() [ )

(inégalité rencontrée par exemple dans un exercice d’oral X avec a = 0,

ou encore

ou encore

=1, ce qui la rend plus esthétique :

= ([ o) ([ )

Mais en tout cas, Cauchy-Schwarz fonctionne encore ici, en prenant les

fonctions /f et 1//f.



Exercice 4 (Oral Mines). Montrer que dans un evn, ’adhérence d’une partie

convexe est convexe, I'intérieur d’une partie convexe est convexe.

Soit C une telle partie. Si z et y sont dans C, il existe deux suites (z,,) et (yn)

d’éléments de C' qui convergent respectivement vers x et y. Si t € [0, 1], alors
te, + (1 —t)y, —— te+ (1 —t)y
n—-+00

Par convexité de C, on obtient ainsi une suite d’éléments de C qui converge
vers tz + (1 — t)y, qui est donc dans C. Ce qui permet bien de conclure a la
convexité de C. Pour celle de 8’, c’est un peu plus difficile, mais un dessin aide
beaucoup. En effet, si « et y sont dans 8’, si on trace une boule ouverte de
centre x et de rayon r > 0 que l'on suppose incluse dans C, et une boule ouverte
de centre y et de rayon 7’ > 0 que I'on suppose elle aussi incluse dans C, on
peut penser que, pour tout ¢ € [0, 1], la boule ouverte de centre tz + (1 — t)y
et de rayon tr + (1 — ¢)r’ est incluse dans C. Mais bien stir, comme d’habitude,
on fait le dessin pour la norme euclidienne usuelle, il fait donc vérifier que ¢a
marche bien. Et ce n’est pas parce que le dessin est simple que ’écriture 'est.
Simplifions : en remplagant r et ' par min(r, '), on peut supposer r = r’. Soit
alors z € Btz + (1 — t)y,r). Ce qui signifie que

z=te+(1—-ty+u



avec |lu]| < r. Mais alors
=t +u) + (1 -1)(y+u)

et (z+u,y+u) € C?, ce qui conclut.

Exercice 5. Soit p > 1. Pour tout z = (21,...,z,) de C", on définit

Ny(w) = (Sl

Démontrer que si N,(z) < let Np(y) < 1,510 < A < 1,alors Ny(Az+(1-N)y) <

1. En déduire que N, est une norme sur C". Calculer lirf Np(z).
p——+o0

L’application z +— 2P est convexe sur RT, du fait que p > 1. Et donc pour tout

i,

Azi + (1= Nyil” < (M| + (1= Mlal)”
< Azl + (1= Ayl

Ajoutons ces inégalités, on obtient

[Np(Az 4 (1= X)y))" < A(Np(2))” + (1 = A) (Np(y))"



et avec I’hypothése N,(z) <1 et Np(y) < 1, on trouve bien
Ny(Az+(1—-XN)y) <1

On aimerait en déduire, sans hypothése sur = et y (on supposera quand méme

x et y non nuls, ce qui n’est pas restrictif),
Np(z +y) < Np(x) + Np(y) (1)

On commence par constater que les propriétés d’une norme, autres que 'inéga-
lité triangulaire, sont facilement vérifiées par NN, entre autres ’homogénéité, ce

qui permet de dire que (1) équivaut a

1 1
M(mm+M@W+Mm+M@@<1 ®

On aimerait donc trouver un A € [0,1], un z’ et un ¢’ tels que Ny(2’) < 1 et
Np(y') <1, vérifiant

1 1
=X = 1=y
Np(x) + Np(y) Np(x) + Np(y)

Comme

Np(x) + Np(y) -1

Np(z) + Np(y)  Np(x) + Nyp(y)
Np(z) Np(y)

on est tenté de prendre A\ = ——2__ doncl—-A= ——2 ___ (ona

RECERAD N(@) + Ny
bien 0 < A < 1), 2’ = Tety = y. Ce qui permet de conclure que

Np(z) Np(y)



(2) est vérifiée, puis donc (1). Les autres propriétés d’une norme ne posent pas

de probléme, on conclut donc.

La double inégalité

(tres facile en partant de [N,(z)]” = Z |z;|P) donne

=1
Noo() < Ny(x) < n'/P x Noo(z)
et donc

Np(2) ——— Neo()

p—r—+oo

ce qui rend la notation N., cohérente.

Exercice 6. Comparer, si z1,...,T, sont des réels strictement positifs, leurs

moyennes arithmétique, géométrique, harmonique :

xl_f_._i_xn



Tous ces réels étant strictement positifs, on peut comparer leurs logarithmes.
Or

1 n
Inb=— 1 ;
nb - ; n(z;)

La fonction In étant concave, on en tire

l’ﬂ
Inb <1 75 ] =1
n n(n x) na

i=1
Donc b < a. Remplagons alors les x; par les 1/x;, on obtient

1 1
<
b~ ¢

Et finalement ¢ < b < a.

Exercice 7. Soit A1,..., A, des réels positifs. Démontrer que

n

[H(l + )‘i)} o >1+ [ﬁ(/\i)} .

i=1 i=1

Un peu de réécriture avec exponentielle et logarithme améne a considérer la
fonction
t+— In (1 + et)

10



qui est convexe (calcul de sa dérivée seconde, par exemple).

Exercice 8 (Entropie). Montrer que la fonction
r—x Inx

se prolonge en une fonction convexe sur R*.

La fonction est convexe sur |0, +o00[ (calcul de la dérivée seconde), et se prolonge
par continuité en 0. Montrer qu’une fonction est convexe, ¢’est montrer que pour

tous z et y dans son domaine de définition :

vte[0,1]  fltz+ (1 -t)y) <tf(z) + (1 —-1)f(y)

Mais on peut se limiter & < y (si © = y, c’est une égalité évidente, et si z > y
on permute z et y), et a ¢t €]0,1] (sit =0 out =11l y a égalité). Donc, ici, la

seule chose & montrer est, pour y > 0 et ¢ €0, 1],
JEx04+ (1 —1t)xy) <tf(0)+ (1 —1t)f(y)
mais on sait déja

Ve >0  ftxa+(1—1t)xy) <tf(z)+(1—10)f(y)



Il n’y a plus qu’a prendre la limite quand x — 0, les inégalités larges sont

conservées par passage a la limite.

a une limite / € R U

Exercice 9. Soit f convexe sur Rt. Montrer que
{+o0} en +oo.

f(z)

Exercice 10 (Oral X). Soit f : I — R continue, I intervalle de R}. Montrer

. . 1
que x — x f(z) est convexe si et seulement si z — f(—) est convexe.
x

On peut commencer par vérifier que ¢a marche. . .avec des fonctions puissances,
par exemple.
On peut ensuite examiner le cas des fonctions de classe C2. Sig : z + xf(x)

1
eth : x+— f <> alors on calcule :
x

9" we 2f'(x) +af(z)

1 1
! . !

1 1 1 1
s o (o () 5 (5))
L’équivalence en résulte donc avec cette hypothése de régularité supplémentaire.
Supposons g convexe. Montrons que h l'est. Notre but va étre de montrer que,

12



pour tous z et y dans I, pour tout s € [0,1],

() = @) ramon ()

Pourquoi écrire la convexité de h comme ¢a ? pour que le second membre « res-

semble un peu plus & g », et parce que le calcul des dérivées inspire aussi de

travailler ici sur les inverses. On doit donc montrer

Y
f (WT) <sf(z)+(1—s)f(y)

Il est naturel de tout réécrire en termes de g : on doit donc montrer que (pour

tous etc. . .)

S 1—s
< —g(z) +

sy—i—(l—s)xg( zy >x 240

Ty sy+(1—s)x
ou encore que

xy sy (1-s)x
g <sy +(1- s)a:) = sy+(1— s):cg(z) * sy+(1— s)xg(y)

qui est effectivement vrai par convexité de g. Gageons que la réciproque est

analogue.

13



Exercice 11 (Oral X-ens). Soit f : I — R continue, ou I est un intervalle
de R. Montrer que f est convexe si et seulement si

T+y 1

e er () 50w+ 1)

Il n’y a qu'un sens intéressant.

Meéthode 1 On voit assez facilement que si on itére ’application de

F(3+0) < 5 0@+ 1)

on obtient par exemple :
13 (3ern+0)) <3 (7 (Ge+n) +1w)
(3 0@+ £+ 10)

ce qui se résume &

IN

—_

IN
N = N

[\]

4 4
d’ou 'idée de démontrer, par récurrence sur n :

(0 30) < 1@+ 210

)f ()

Wn > 0Vk € [0,2"]V(z,y) €12 f (;x + (- ;)y> < ;nf(xwru_;n

La récurrence n’est pas difficile a établir : il suffit de dire que, si k et k' sont
dans [0,2"], on a

(3 (o)« (o 5m))) <3 (r (o) oo (&

14



on simplifie, on utilise la propriété a ’étape n, on en déduit la propriété a ’étape
n+ 1.

Pour conclure, on utilise alors la continuité de f et la densité de I’ensemble

k
{2" ; 0<k< 2”} dans [0,1] (qui se démontre comme dans 'exercice de to-

pologie sur les sous-groupes additifs de R).

Méthode 2 (Beaucoup plus graphique). On raisonne par ’absurde, en suppo-
sant que f ne soit pas convexe. On fixe alors x < y dans I et ¢y €]0,1] tels
que

f(tox + (1 —to)y) > tof(z) + (1 —to) f(y)

Par continuité de f,

A={uc[0t]; f(ur+(1-wy) =uf(x)+(1-u)fly)

est un fermé relatif de [0,to] (image réciproque d’un fermé par une application
continue), donc un fermé (un fermé relatif A d’un fermé F' est l'intersection
avec ce fermé F' d'un fermé G, donc est fermé). Non vide car il contient 0.
Il a donc un plus grand élément (il est non vide majoré, il a donc une borne
supérieure, qu’il contient car il est fermé). On appelle ¢; cet élément, et on note
x1 = t1x + (1 — t1)y (évidemment, on ne fait que décrire ce qu’on voit sur un
dessin : 7 est abscisse du dernier point avant tox + (1 — o)y en lequel la corde
[(z, f(x)), (y, f(y))] rencontre la courbe).

15



De méme,

B={uelt,1]; flur+ (1 -uy) =uf(z)+ 1 —-u)f(y)

a un plus petit élément t5, et on note xo = tox + (1 — ta)y (z2 est abscisse
du premier point aprés tox + (1 — t9)y en lequel la corde [(z, f(x)), (y, f(v))]
rencontre la courbe).

Sur Jt1,t2[, Papplication continue

w fur+ (1 —u)y) —uf(e) = (1 -u)f(y)

ne s’annule pas et est continue, donc garde un signe constant strict d’apreés le
théoréme des valeurs intermédiaires, donc est strictement positif (c’est son signe

en to). En particulier en (¢ + t2)/2, ce qui donne finalement

F(2572) > 5 U + )

Exercice 12 (Normes intégrales sur C([a,b], C)). On note E l'espace vectoriel
des fonctions continues sur un segment [a, b] de R, a valeurs dans C. On suppose
a < b. On désigne par p et ¢ deux réels strictement positifs qui vérifient la
relation

1 1

- +-=1.

p q

16



1. Démontrer que, pour tous nombres réels x et y,
x

Y 1 1
exp(— + =) < —exp(z) + —exp(y
() < S oxpla) + 2 exnly)

puis en déduire que, pour tous nombres réels positifs « et 5 :
ol q
af < —+ 57
p q
2. Démontrer que, pour tous éléments f, g de F,

1 1
[ sal=s [ e s [ gl
[a,b] P Jia,b] q Jia,b]

)

3. En utilisant la question précédente, on se propose de démontrer I’inégalité

de Hélder, valable pour n’importe quels éléments f et g de F :

sl (L im

(a) Examiner le cas ot 'une des deux fonctions est nulle.

(b) Examiner le cas ou / [fIP = / lg|9 = 1.
la,b] la,b]

(c) On se place dans le cas général, on suppose néanmoins que ni f ni g
n’est la fonction nulle. Montrer qu’il existe deux réels positifs A et p

tels que les fonctions f; = Af et g1 = pg vérifient

/ |f1P = / lg1|? = 1; exprimer X et p & aide d’intégrales
a,b] [a,b]

faisant intervenir f, g, p et q.Conclure alors en utilisant la question

précédente.

17



(d) L’inégalité de Cauchy-Schwarz est-elle un cas particulier de I'inégalité
de Hoélder ?

4. Vérifier que :

p—1

(r1+16)" = 11 (171+16)" -+ 1al (111 + 1o

En appliquant (adroitement !) 'inégalité de Holder a chacun des produits

du second membre, en déduire l'inégalité de Minkowski :

(/[a’b] If + g|p)1/p - (/[a’b] |f|p)1/p N (/[a’b] |g|p)1/p

5. Démontrer que l'application
op: EF — R
1/p
ro—= (w1117

est une norme sur F.
6. En utilisant 'inégalité de Holder, démontrer que, si 1 < p < p’ et si
[ €E,
(/) < (0= a)"/P717 gy (f)

Utiliser ce résultat pour comparer les normes ¢, entre elles; les comparer
a la norme N, de la convergence uniforme sur [a, b].
On pourra utilement s’inspirer des comparaisons des normes intégrales

usuelles vues en cours



On peut démontrer (exercice d’intégration) que, pour tout élément f de
E,
lim ¢,(f) = Neo(f)

p——+oo

ce qui justifie ’appellation N,

1. La premiére inégalité résulte de la convexité de la fonction exp, que 'on

peut justifier par exemple en disant que sa dérivée seconde est positive.

On peut réécrire cette inégalité sous la forme

T Y 1 1

eXP(p) eXp(q) =5 exp(z) + . exp(y)
et il s’agit donc de choisir x et y tels que expx = o et expy = B9. Si
a =0 ou f = 0, c’est impossible, mais alors I'inégalité & démontrer est
simple. Supposons donc a > 0 et 8 > 0, posons x = plna et y = gln g3,

on obtient bien ce qu’on veut.

2. On commence par l'inégalité traditionnelle :
b b
[ 109 at < [ 150 1a0) de
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On écrit alors
vtefa,b]  |f@O)] |9 S%If(t)\” + é\g(t)\q

Et on intégre cette inégalité, ce qui conclut (bien str, on utilise le fait

que a < b, sinon en intégrant I'inégalité on changerait son sens).

3. (a) Dans le cas ot l'une des deux fonctions est nulle, les deux membres

de l'inégalité sont nuls, il n’y a donc rien & faire.

b b
(b) On suppose / lf@)F dt = / lg(t)|? dt = 1. La question 2. donne

alors ¢
\/bf(t)g(t)dt|<1+1—1
a p q

ce qui est ici 'inégalité de Holder.
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(c) Soit f1 = Af. Alors

b b
/ AP d =1 & |A|p/ FOPd =1

Or, comme |f|P est une fonction positive continue non constamment

nulle sur [a,b], on a
b
/ [F@®P dt >0

(par le cours sur lintégrale d’une fonction sur un segment). Une

unique valeur de A, si on suppose de plus A réel positif, convient

A= (/f ror )"

On considére de méme

= (f atop )

b
/ @) dt = 1

On peut appliquer le b) a f; et g; : on obtient

donc :

et on a

b
[ 7 gte) ar] < 1

ou encore b
1
4 t) dt| < —
[ a0 @l <
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ce qui est bien 'inégalité de Holder.

(d) ...dont l'inégalité de Cauchy-Schwarz est une conséquence, il n’est

que de prendre p = q = 2.

4. La vérification demandée n’est pas bien difficile. Intégrons 1’égalité obte-

nue, puis appliquons I'inégalité de Holder :

b b
/(If(t)lﬂg(t)l)”dts/ FOI(F@) + |gt)])rdt
b
+ [ lo01(070) + g0~

< (1) ([ asione=0) s (L) " ([ anstanee)

Mais ¢ = 1/(1 —1/p) = p/(p —1). Donc (p — 1)g = p.

1/q
Il ne reste plus qu’a tout diviser par (fab(|f\ + |g|)p> pour obtenir
I'inégalité souhaitée.
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