S10 : Compléments sur les séries numériques
et 'intégration

I Sommation des relations de comparaison

I.1 Cas de convergence (résultats sur les restes)

Proposition Soit (z,,) une suite de nombres complexes, (b,) une suite de nombres
réels positifs.
1. On suppose que z, =0 (b,), et que ) _ b, converge. Alors

+00

Yz, converge (absolument). Et, si on note r,, = Z zp et
p=n+1

+00
pn= ). bpona
p=n+l

rn =0 (pn)
2. On suppose que z, = 0(by,), et que Z b,, converge. Alors
)z, converge (absolument). Et, avec les mémes notations que pré-

cédemment,

rn=0(pp)

Proposition Soit (a,) et (b,;) deux suites de nombres réels positifs. On suppose
que a, ~ b, et que Z b,, converge. Alors )_ a, converge.

+00 +00

Et,notantr,= Y apetp,= ) by ona
p=n+l p=n+1
'n~Pn
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Démonstrations :
1. (avec O) On sait déja que, par comparaison a une série a termes réels positifs,
Yz, converge absolument.

Il existe ngy et M tels que

Alors, si n = ny— 1, on a par inégalité trinagulaire :

P P
Vp=n+1 Z Zr| < M Z by
k=n+1 k=n+1
et donc, prenant les limites quand p — +oo,
[rnl < Mpy

On conclut bien que r,, =0 (p,,).

2. (avec o) Pour tout € > 0, il existe ng tel que
Vn=ng |zn] <€by,

On a alors, avec les mémes calculs que ci-dessus,
Vn=ny Irnl <epp

ce qui conclut...

3. (avec ~) On a a, — b,, = o(b,), donc |a, — b,| = o(b;). On en déduit, par le 2.,

+00
Y. lak—bil = o (pp)
k=n+1 n—teo

et donc a fortiori .
Y, (ar—bp) = o (pn)

n—+oo
k=n+1

d’out r, — pn = 0(py) ce qui signifie bien que rj, ~ pj,.
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I.2 Casde divergence (résultat sur les sommes partielles)
Proposition Soit (z,;) une suite de nombres complexes, (b,) une suite de nombres
réels positifs.
1. On suppose que z, =0 (by), et que Z b, diverge. Alors, si on note
n n
Sn=)_ zpeto,=)_ byona
p=0 p=0

sn=0 (op)

2. On suppose que z, = 0o(by,), et que Z b, diverge. Alors, si on note
n n

Sp=)_ zpeto,= ) byona
p=0 p=0

sp=0(0p)

Proposmon : Soit (a,) et (b) deux suites de nombres réels positifs. On note

Sp = Z ap, Op = Z by. On suppose que a, ~ by, et que Y_ b, diverge.
p=0

Alors s, ~ 0,
Démonstrations
On remarque que dans la premiére proposition, on ne peut pas dire si )z
converge ou diverge. Mais si ) z, converge, le résultat est peu intéressant. Dans
la deuxiéme proposition, en revanche, on a nécessairement divergence de)_ a,,.
1. (avec O) Soit ng et M tels que

Si on suppose n = ngy, on a donc

n
Sn] = ISpg-1+ Y 2kl
k=n0

n
<ISp-11+ M Z by (inégalité triangulaire)
k= no

=|Spy-1l+ M(0y,— O py-1)

= MUU + |3n0—1| _MUno—l
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et il faut alors remarquer, pour conclure, que I'hypothese implique

on +00

n—+oo
Et donc il existe n; tel que
Vn=m Snp-1—Moy,—1<0p
ce qui permet d’écrire

Vn = max(ng, 1) sSp<M+1)o,

et donc de conclure.

2. Soit € > 0; il existe ng tel que
€
Vn=ng |Zn|55bn

Onreprend le calcul ci-dessus, on montre alors de maniere tout-a-fait analogue
qu’il existe un rang n; tel que

€ €
Vn = max(ng, ny) [$nl < (5 + E)O'n

ce qui conclut.

3. On passe par a, — b, =0(b,), donc |a, — b,| =0(b,), etc...

I.3 Remarque sur le théoréeme de Césaro

1. Soit (u,) une suite a termes réels positifs qui converge vers une limite ¢.
On suppose ¢ > 0. On peut alors écrire u, ~ ¢. Quel résultat peut-on ap-
pliquer sur les sommations de relations de comparaison ? qu’'en déduit-
on sur la suite (v,) définie par

Un:— ?

2. Soit (u,) une suite a termes réels positifs qui converge vers 0. On peut
alors écrire u;, = o(1). Quel résultat peut-on appliquer sur les somma-
tions de relations de comparaison ? qu’en déduit-on sur la suite (v;) dé-
finie par

Up+--+upy

n
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3. Soit (u#,) une suite a termes dans un espace vectoriel normé E de dimen-
sion finie, convergeant vers ¢. Utiliser le résultat précédent pour montrer

que la suite de terme général

u+---+uy
vp=——
n

converge aussi vers .
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II Intégration desrelations de comparaison: cas par-

ticulier

On fera attention a bien remarquer I'analogie avec les résultats sur les séries,
de maniére a mémoriser ces résultats facilement. Ce cas particulier (intégrales

posant probleme en +oo) est celui qui est rencontré le plus fréquemment.

II.1 Cas d’intégrabilité

Proposition Soit f, ¢ continues par morceaux sur [a,+oo[ (a € R); on sup-
pose f a valeurs complexes, et ¢ a valeurs réelles positives, intégrable
sur [a, +oo[. Alors

+00 +00
Lsif=_0 (¢x), alorsf fdt=_0 (f cp(t)dr).
+00

+00
2.5if=_0o_ (pw), alorsfx f(odt = xiloo(fx (p(t)dt).
3. On suppose ici f a valeurs réelles positives; si f(x) T ¢(x), alors
+00 +00
fx f(t)dtx:mfx H()dt.

Remarquons que les trois hypothéses impliquent bien I'intégrabilité de f par
comparaison a une fonction (¢p) positive intégrable.
Démonstration : Montrons le 2., pas plus difficile que le 1. :

Soit € > 0. Il existe, et on fixe, A > a tel que
VizA  |f(Dl=ep(D)

Soitx=A;ona

y
f f(odt

Comme f et ¢ sont intégrables, on peut prendre les limites quand y — +oo et

+00
f fode
X

y y
Vy=x 5f If(t)ldtsef ¢()dt

obtenir

+0o
Se‘f P(ndt
X

On a donc montré

Ve>0 3dJA€eR x=z2A =

+00 +00
f f(ndt Sef H()de
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+00

+00
ce qui exprime bien que fx fde= xqqroo(fx </)(t)dt).
Le 2. implique le 3. par 'écriture

g(x) e h(x) < gx)—h(x) = xﬁom(h(x))

—+

II.2 Cas de non intégrabilité

Proposition Soit f, ¢ continues par morceaux sur [a, +ool (a € R) ; on suppose
f avaleurs complexes, et ¢ a valeurs réelles positives, non intégrable sur
[a, +oo[. Alors

1. si f(x) :xﬁqm(gb(x)),alorsf f(t)dt:x_)qoo(f (,b(t)dt).

X X
2. sif(x):xﬁgoo(gb(x)),alorsfu f(t)dr:xﬁoo(fa (,b(t)dt).

3. On suppose ici f a valeurs réelles positives; si f(x) e ¢(x), alors
o0

—+
faf(t)dtx:mfa p(Ddt.

Remarquons que la troisieme hypothése implique la non intégrabilité de f par
comparaison a une fonction (¢) positive non intégrable. Sous les deux pre-
mieres hypothéses, on ne peut rien dire, mais si f est intégrable le résultat est
peu intéressant.

Démonstration : Montrons encore le 2., c’est le plus technique :

Soit € > 0. Il existe, et on fixe, A > a tel que

Vi=A ()] < %cp(t)

Soitx= A;ona

X A X
f f(de Sf |f(t)|dt+fA |f(r)de
A € rx
S[ |f(t)|dt+—f ¢(ndt
a 2 A
sk+§f b(0dr
A e (A
ol k est une constante, k:f If(t)ldt—Ef ¢(t)dt. Mais comme ¢ est posi-
a a

tive et non intégrable, on a

fa ¢(1)dt —— +oo

7
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donc il existe B tel que

€ X
Vx=B ks—f ¢(1)dt
2Ja

X
f f(nde
a

et par conséquent

X
Vx = max(A4, B) Sef $(nde
a

ce qui conclut bien.

III Intégration des relations de comparaison (résul-

tats généraux)

Si on a bien compris le résultat précédent, on doit pouvoir trouver assez naturel

ce qui suit : en quelque sorte, on remplace +oo par n'importe quel réel ou —oo.

III.1 Cas d’intégrabilité (intégrales absolument convergentes)

Proposition Soit f, ¢ continues par morceaux sur la, b[; a < b, a € RU {—o0},
b € RU {+o00}; on suppose ¢ a valeurs réelles positives, intégrable sur

la, bl, et f avaleurs réelles ou complexes, intégrable sur ] a, b|.

b b
Lsifw=0 ((/b(x)),alorsf fwdi= 0 (f (/)(t)dt).

b b
2. sif(x)= o (), alors | f(pdt= o (f (/)(t)dt).
x—b X x—b X

3. si f estavaleurs réelles positives et si f(x) . ¢(x), alors
X—

b b
ff(t)dt ~bf P(ndt.

Mais aussi bien :

X X
L. sif=0 (cp(x)),alorsf f(Hdt= 0 (f (/)(t)dt).
X—a a X—a a

2. sif(x):xga(q)(x)),alorsf f(t)dt:xga(f (p(t)dt).

3. si f estavaleurs réelles positives et si f(x) ~ ¢(x), alors
X—a

ff(t)dt ~ [ o(ndt.
a X=a Jq
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III.2 Cas de non intégrabilité

Proposition On suppose f et ¢ continues par morceaux sur [a,b[ a < b, a €
R, b € Ru {+o0}, ¢ a valeurs réelles positives, ¢ non intégrable sur [a, b[
(attention!ici, c’est en b qu’est le probléme, pas en a). Alors :

1. sif(x)= Ob ((/b(x)),alorsf fdt= Ob (f <p(t)dt).

2.5 f(x)= o ((/)(x)),alorsf fndt= o (f (/)(t)dt).
x—b a x—b\Ja

3. si f estavaleurs réelles positives et si f(x) ) ¢(x), alors
X X o
fodt ~ f d()dt.
a x—bJa
Proposition bis On suppose f et ¢ continues par morceaux sur ]a,b] a < b,
a € Ru{-oo}, b € R, ¢ a valeurs réelles positives, ¢ non intégrable sur
la, b]. Alors on a des résultats analogues en remplacant [ au voisinage
de b par | f au voisinage de a.
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