Ag8 : Groupes cycliques

I Isomorphisme entre (U,, x) et (Z/nZ,+)
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II Sous-groupe engendré par un élément

II.1 Puissances d’'un élément d’'un groupe

Voir le I.9. du chapitre sur les structures (Agl). Rappelons que, dans le groupe

(Z/nZ,+), la « puissance n-ieme » de I'élément x est, si n € N,

nx=x+---+x
—
n fois

Et dans (Z/nZ, x)? déja, ce n'est pas un groupe. Bon, et dans ((Z/nZ)*,x)? la
puissance est cette fois multiplicative, la terminologie est plus naturelle.

I1.2 Elément d’ordre fini; ordre d’un tel élément

Soit (G, *) un groupe. Si g € G, deux choses seulement peuvent se produire :
Cas1:Lasuitee, g, g%, g°,... est «infinie» ou, plus précisément, il n'y a pas deux
éléments égaux dans cette suite.

Cas 2 : Cette suite est périodique.

On ne peut pas avoir de cas « bizarres » : suite de puissances seulement pério-
dique a partir d'un certain rang, suite de puissances prenant une infinité de
valeurs dont certaines plusieurs fois. ..Soyons plus précis :

Définition Soit (G, *) un groupe, d’élément neutre e, soit g € G. Onditque g
est d’ordre fini lorsqu’il existe un entier naturel non nul 7 tel que g" = e.

Est-il nécessaire d’insister sur la nécessité du « non nul »? Exemple : montrer
que si G est fini, tout g de G est d’ordre fini. Exemple : On munit Z/2Z x Z de
I'addition « naturelle » (groupe produit de (Z/2Z, +) et (Z, +)). Quels sont les élé-

ments d’ordre fini?

Définition Soit g d’ordre fini. On définit'ordre de g :

0(g) = min ({ke N.; gk = e})
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II.3 Morphisme associé a un élément d’un groupe; sous-groupe

engendré par cet élément
Proposition-Définition Soit (G, *) un groupe. L'application
pg: Z — G
k — gt
est un morphisme du groupe (Z, +) dans le groupe (G, *).

Vérification pas bien compliquée. Mais ce morphisme sert a tout...ou presque.
D’abord, il est intéressant de regarder le noyau et I'image de ce morphisme.

Limage de ¢ est, par définition,
g5 kez

Mais remarquons surtout que

Proposition Im(¢g) = {gk ; k € Z} est le sous-groupe de (G, *) engendré par
g. On le note souvent (g).

Le noyau de ¢, est, comme on le sait, un sous-groupe de (Z, +). C’est donc un

certain nZ, n € N. Deux cas tres différents sont envisageables :

Si Ker(¢g) = {0}, alors ¢ est injectif, le sous-groupe engendré par g est iso-
morphe a (Z, +).

SiKer(¢pg) = nZ, n = 1, le sous-groupe engendré par g est fini, on peutle décrire
comme

(g)=legg....g" 1

Il est isomorphe a Z/nZ. On peut en effet définir un isomorphisme entre Z/nZ
et(g):
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III Ordre d’'un élément et ordre du groupe; théoreme

de Fermat, théoreme d’Euler

III.1 Lordre d’'un élément divise I'ordre du groupe

Théoreme Dans un groupe fini (G, *) d’ordre n =1 (|G| = 1), tout g € G vé-
rifie: g" = 1. Autrement dit, 'ordre de tout élément de G divise I’ordre de
G.

Démonstration Le programme suggere de ne démontrer que dans le cas
d’un groupe commutatif. Mais le résultat est vrai que le groupe soit com-
mutatif ou non.

Commengons par un exemple; on va montrer que, dans le groupe (Z/7Z*, x),
on a2’ =T. Pour cela, on calcule

2x1x2x2x2x3x2x4x2x5%x2x6% =
S S S S S

Parenthése hors-programme : le théoreme de Lagrange Si H est un sous-
groupe d’un groupe fini (G, ), alors §(H) divise $(G).

Démonstration (hors-programme évidemment!) Voir exercice. On en dé-
duit une preuve du résultat précédent dans le cas général (sans hypo-
thése de commutativité du groupe) : si (G, *) est un groupe d’ordre 7, si
g € G, le sous-groupe engendré par g, (g), est tel que #({g)) divise §(G).
Or l'ordre de g est précisément §({g)).
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III.2 Théoremes d’Euler et de Fermat

Théoréme d’Euler : Soit 1 = 2, soit x € (Z/nZ)*. Alors x*" =1.

Théoréeme de Fermat : Soit p un nombre premier, soit x € Z/pZ\ {0}. Alors
xP1=1

Théoréme d’Euler : Soit n = 2, soit k un entier tel que n A k = 1. Alors kP =
1 [n].

Théoreme de Fermat : Soit p un nombre premier, soit k un entier tel que p fk.
Alors kP71 =1 [p]

Corollaire : Soit p un nombre premier, k un entier. Alors k” = [p]
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IV Groupes cycliques; exemples

Définition Un groupe (G, *) est dit cyclique lorsqu’il vérifie les deux condi-
tions suivantes :
(i) G est fini.
(ii) Il existe un élément g de G tel que G = (g)

Exemples (Z/nZ,+), (U, x).

V Isomorphisme entre les groupes cycliques de méme

ordre

Théoreme vague Deux groupes cycliques d’ordre n sont isomorphes.

Iln’'y a donc qu’une et une seule « structure » de groupe cycliques d’ordre
n. Deux groupes cycliques d’ordre n peuvent contenir des objets tres dif-
férents (un nombre complexe et une classe de congruence, ce n’est pas

la méme chose), mais ils ont la méme structure, i.e. la méme « forme ».
Théoreme précis Soit (G, *) un groupe cyclique d’ordre n, g un générateur
de G. Lapplication
y i k—g"
définit un isomorphisme de (Z/nZ, +) sur (G, *).

Utilisation Tout énoncé commencant par «soit (G, *) un groupe cyclique. . . »
peut se traiter en supposant que (G, *) est (U, x). Il est bien plus inté-
ressant, en général, de se placer dans (U, x) plutot que dans (Z/nZ, +).
D’abord, on travaille sur des nombres complexes, avec un aspect géo-
métrique clair. Ensuite et surtout, tous les U, étant des sous-groupes
du méme groupe (U, x) (qui lui n’est pas cyclique, ni monogene), cela
donne des propriétés intéressantes. Par exemple, U3 est un sous-groupe
de (U2, x). En revanche, Z/3Z n’est pas une partie deZ/12Z.
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VI Générateurs d'un groupe cyclique

VI.1 Introduction

On va ici aborder une question plus générale : comment déterminer I'ordre
d'un élément d'un groupe? Il ne sera pas ici question d’astuce : si g € G, on
essaye d’aboutir a quelque chose comme

g¥=e) = nlk)

et on conclut alors que I'ordre de g est n.

VI.2 Pour s’amuser un peu

Dans (Uyg, x), écrire sur le dessin les puissances successives de g, en déduire
I'ordre de g.
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Méme question :

= NS ~
7N

s /N N
- P N

VI.3 Recherche de I'ordre d'un élément d’un groupe cyclique

Soit (G, *) un groupe cyclique d’ordre n = 1. Soit g un générateur de G. Soit

h € G; il existe k tel que h = g* (k n’est pas unique, mais il est unique modulo
n). Déterminons 'ordre de h :

h=e—
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VI.4 Générateurs d’'un groupe cyclique

Le paragraphe précédent permet de déterminer les générateurs de (G, *) et leur

nombre.

VL.5 Exemples

Ecrire la liste des générateurs de (Z/18Z, +), 1a liste des générateurs de (Usg, x).

10
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VII Lexercice d’oral sur les groupes cycliques

Il serait exagéré de dire qu’il n'y a qu'un exercice d’oral sur les groupes cy-
cliques. Mais il y en a un qui se pose souvent, et dont la résolution est tres
instructive. On peut trouver I’énoncé sous sa forme la plus simple :

Enoncé : Montrer que tout sous-groupe d'un groupe cyclique est cyclique.

Ou, plus précis :

Enoncé : Soit (G, *) un groupe cyclique d’ordre n = 2. Montrer que, pour tout
diviseur d de n, il y a un unique sous-groupe H d’ordre d de G.

On retiendra que I'idée est de regarder les sous-groupes d'un groupe cyclique.

VII.1 Une méthode savante

1. Soit m et n deux entiers naturels non nuls. Donner une condition néces-

saire et suffisante de divisibilité entre m et n équivalente a nZ c mZ.

mln

2. Soit (G, *) un groupe cyclique d’ordre n = 2, g un générateur de G. On
note ¢ le morphisme « habituel » de (Z, +) sur (G, *). Soit H un sous-
groupe de G. Montrer que cpgl (H) est un sous-groupe de (Z, +). Le com-

parer (pour la relation d’inclusion) avec le noyau de ¢g.

Limage réciproque par un morphisme de groupe d’un sous-groupe est
un sous-groupe. Notant e I'élément neutre de G, e € H, donc Ker(¢g) <

¢~ L(H).

3. Apartir des considérations précédentes, résoudre les deux exercices énon-
cés plus haut.

On peut écrire ¢~ (H) = mZ avec n = mq. Donc H = (g"), de cardinal
g. Inversement, si H' est un sous-groupe de cardinal g, ¢! (H’) ne peut

étre que mZ.

11
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VII.2 Une approche plus simple

Un isomorphisme entre deux groupes transforme sous-groupe en sous-groupe,

groupe cyclique en groupe cyclique, générateur en générateur. . .Si cela ne vous
parait pas évident, démontrez-le.

On peut donc traiter I'exercice pour le groupe (U, x), c’est suffisant. Or, dans

ce cadre, 'aspect géométrique rend les choses plus claires.

12
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En effet, si on prend par exemple n = 12, les groupes Uy, k=1,2,3,4,6,12 sont

des sous-groupes de Uj.

13
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Soit H un sous-groupe de (U, x) (n = 2). On suppose H # {1}. On pose w =
2im

exp (7)

1. On définit

kO:min({ke Ln-1]; wkEH})

Montrer que H est le sous-groupe de U, engendré par w0 Calculer son
ordre en fonction de n et de ky. Conclure pour les deux énoncés.

2. On s’y prend autrement. On note d = |H|. On sait que, pour tout h € H,
h = 1. Montrer que H = U,;. C’est fini.

On peut étre surpris de la derniére méthode, ou I'on ne fait rien. C’est parce
qu’on profite, en étant sur C, de résultats habituels et néanmoins essentiels,
comme le fait que 1 a exactement d racines d-iemes.

Exercice (Oral Mines 2022) Si G et H sont deux groupes cycliques d’ordres res-
pectifs n et m, donner une condition nécessaire et suffisante pour que G x H
soit cyclique.

14
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VIII Groupes monogenes;isomorphisme entre les groupes

monogenes infinis

Définition Un groupe (G, *) est dit monogene lorsqu'’il vérifie les deux condi-

tions suivantes :
(i) Il existe g € G tel que G = (g).

(ii) G est infini.
Lapplication k — g* est alors un isomorphisme de (Z, +) sur (G, ).

Proposition Tous les groupes monogeénes sont isomorphes.

Question : Les sous-groupes d'un groupe monogene sont-ils monogenes?

15
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