C12-3 : Fonctions de plusieurs variables

réelles (calcul différentiel : compléments)

I Fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles

I.1 Opérations sur les fonctions de classe C!

Soit % un ouvert d’'un espace vectoriel de dimension finie E. Une combinai-
son linéaire, un produit de fonctions de classe C! sur % a valeurs réelles est de

classe C!; donc

Proposition: Lensemble C L R) des applications de classe C! sur % a

valeurs réelles est une R-algebre.

Remarque : pour une fonction a valeurs réelles, les dérivées partielles sont des
réels; si f et g sont des applications de classe C! sur % a valeurs réelles, si les

— sont les dérivations partielles relatives a une base de E, alors
Xi

ofg _

0
_g+ ﬁ
axi

faxl- axi '

I.2 Formes linéaires sur un espace euclidien

Soit (E, (.|.)) un espace euclidien. Pour tout élément a de E, on définit

$a: E — R

x — (alx)
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¢, est une application linéaire, c’est donc un élément de E*.
Lapplication a — ¢, est un isomorphisme de E sur E*, appelé isomorphisme
canonique de E sur E*.

On utilise en général ce résultat sous la forme suivante :

Proposition : Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur I'espace euclidien E.

Il existe alors un unique élément a de E tel que
VxeE (alx)=d¢(x)

Ce résultat est a rapprocher des considérations sur les hyperplans, qui en gé-
néral sont les noyaux des formes linéaires non nulles, et dans les espaces eucli-

diens se caractérisent par leurs vecteurs normaux.

I.3 Gradient

Soit f une application de classe C! définie sur un ouvert % d’un espace eucli-

dien E, a valeurs dans R.

a. Définition

Pour tout élément a de %, df (a) est une application linéaire de E dans R, donc
un élément de E*. On sait qu’il existe un unique élément de E, appelé gradient

de f en a et noté gradf (a) ou V f (a), tel que, pour tout vecteur h,

df (@)(h) = (gradf(@)|h) = (Vf(@)|h).

Autrement dit,

fla+h) = f(a)+(gradf(a)lh) + o.M

= f(a)+ (Vf(a)lh) + L2, (I
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b. Composantes en base orthonormale

. 0 I
Soit & = (ey,...,e,) une base orthonormale de E; on note FP les dérivations

Xi
n

partielles relatives a cette base. On a vu que, si h = Z h;e;,
i=1

0
df(a)(h) = Z h,-%(a), ce qui montre que
i=1 i

0
Vf(a)=gradf(a)=)_ a—f(a) e; .
i=10Xi

En particulier, si E = R" et si & est la base canonique,

0 0
Vf(a) =gradf(a) = (a—){l(a),---,a;

(@).

c. Interprétation

Le gradient indique la direction de plus grande variation de f : le vecteur uni-

taire v pour lequel D, f(a) est maximale est

=V
T TPTA
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II Dérivées partielles d’ordre > 2

II.1 Définition

Soit f une fonction définie sur un ouvert % d’'un evn de dimension finie E, a
valeurs dans un evn de dimension finie F.

Munissons E d’'une base (ey,..., e;,), et notons % les dérivations partielles cor-
respondantes. Les dérivées partielles définies plrécédemment seront doréna-
vant appelées dérivées partielles « premieéres ». On définit les dérivées partielles
secondes comme les dérivées partielles des dérivées partielles premieres.. .

lorsqu’elles existent.

. . 0 : . ,
Plus précisément : si 9f est dérivable en a suivant le j-éme vecteur de la base

Xi
(e1,...,ey), on définit of
ol —
02f (axi
ax]- axi (@)= ax]- (a)

On dira que f est de classe C? sur % lorsque toutes ses dérivées partielles se-
2

condes I ox. (1 =<1i,j < n)sont définies et continues sur %.
XiO0Xj

On définit de méme par récurrence les dérivées partielles d’ordre m = 3 et la

classe C™.

Une fonction est de classe C* lorsqu’elle est de classe C" pour tout m.

1.2 Théoreme de Schwarz

Théoréme Si f est de classe C?sur, pour tout couple (i, j) on a, sur %

O’ f 3 o’ f

ij axi B axi dxj

...et plus généralement, pour une fonction de classe C™, les dérivées partielles

m-iemes « ne dépendent pas de |'ordre des dérivations »
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Exercice : On considere la fonction p définie par

K22
PO =Y
: of -
si (x,y) # (0,0), et p(0,0) = 0. Calculer @(x, 0) (on distinguera x = 0 et x # 0),
af(O ) (on disti Oety#0), pui ’f ((0,0)) et ’f ((0,0))
——(0, ) (on distinguera y=0e , puis ,0)) e ,0)).
0x y 8 Y Y P 0x 0y 0y 0x

II.3 Stabilité

Une composée d’applications de classe C™ est de classe C".

Une combinaison linéaire d’applications de classe C" est de classe C™. Pour
des fonctions a valeurs numériques (a valeurs réelles), un produit de fonctions
de classe C™ est de classe C™. Ainsi, avec des notations évidentes, C""(%,R) est

une R-algebre (1 < m < +00).

III Equations aux dérivées partielles

Rien n’'est a connaitre au programme sur les équations aux dérivées partielles.
Mais des exercices, surtout a 'oral, s’y intéressent. L'idée la plus fréquente est,
par changement de variable (il faudra savoir calculer des dérivées partielles
de fonctions composées), de se ramener a la résolution de 1'équation la plus

simple :
of

0
Oxl

Les fonctions qui vérifient cette équation sont, sur un ouvert convexe, les fonc-

tions

(xl)”-)xp) "_)(/)(XZ’---)xp)
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Un exemple : Soit U = R} x R; utiliser le changement de variable
v(xy)— (y/x,x2+y2)

pour résoudre (sur %) I'’équation aux dérivées partielles
of of
— X N+y=—xpy=Af(x,
xax(x ¥) yay(x N=Af(x,y)

Que signifie « utiliser ¥ pour résoudre » I'équation aux dérivées partielles? On
pose ¥(x,y) = (u,v) (donc u = y/x et v = x> + y?), et on définit une nouvelle
fonction par

fx,y) =g,v)
Plus précisément, on définit g sur R} x R} par g = foy ™. Si f est de classe C!
(on le suppose implicitement dans I’énoncé, il faudrait le dire mais on ne le dit

pas...), g I'est aussi. Lexplicitation de 1! est peu simple, on part donc de

fx,y) =gWyix,x*+y%)

et on obtient :

of

g(x, y) =

@(x, y) =

I’équation aux dérivées partielles

Y(x,y)eu xaf(x )+ af(x )=Af(x,y)
) y ax 4 y y ay 4 y - ) y

est donc équivalente a I'équation aux dérivées partielles

V(u,v) eRI xRE

C’est 1a le but d'un changement de variables dans une EDP : ne garder de dé-
rivée partielle que par rapport a une seule variable, et ainsi se ramener a un
probléme élémentaire (voir introduction) ou, comme ici, a une équation diffé-

rentielle ordinaire.

Le programme précise que les changements de variables que I’on doit savoir es-
sayer sont les changements de variables affines ou le changement de variables

en polaires.
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Remarque : Soit f définie sur R?\ {(x,0); x <0} par
six>0, f(x,y)=0

six<0ety>0, f(x,y) = x*
six<Oety<0, f(x,y) = —x?

: .. 0 :
Montrer qu’en tout point de son ouvert de définition, O_f est nulle. Conclusion?
y

IV Condition nécessaire d’extremums; points cri-
tiques

Soit f une application de classe C! sur un ouvert % del'espace vectoriel normé

E, avaleurs réelles.

Définition: On dira que f atteint un maximum (local) en a € % lorqu’il

existe un voisinage V de a dans % tel que
VXxeV fx)<f(a)

Remarque : Un voisinage de a dans % est, comme % est ouvert, un voisinage
de a inclus dans %.

Remarque : On peut remplacer « un voisinage V de a dans % »par «une boule
ouverte B(a,r) c% (r > 0) ».

On définit de méme un minimum local. On dit que le maximum est global
lorsque

Vxeu fx)<fl(a).

Lorsqu’on parle d’extremum sans précision, on parle d’extremum local.

Proposition: Si f admet des dérivées partielles (suivant une base quelconque)

en a, et si f atteint un extremum en a, alors ces dérivées partielles en a

sont nulles.

Définition : Soit f une application définie sur un ouvert % de E, a valeurs

réelles. On suppose f différentiable en a. On dit que a est un point cri-

7
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tique de f lorsque la différentielle de f en a est nulle, i.e. lorsque les déri-
vées de f en a suivant tous les vecteurs sont nulles, i.e. lorsque toutes les

dérivées partielles de f en a (suivant une base quelconque) sont nulles.

Proposition: Soit f une application définie sur un ouvert % de E, a valeurs

réelles. Si f atteint un extremum en a, alors a est un point critique pour
Remarque : On n’a ici qu'une condition nécessaire d’extremum.
Remarque : Si % n’est pas ouvert, on peut avoir des extremums en des points

non crititques.

Exemple : Déterminer les points critiques de

f: (x,y)ng—yz—x
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V Formule de Taylor-Young a I'ordre 2; application

aux extremums

V.1 Matrice hessienne

Ce qu’on appelle % est toujours un ouvert de R".

Définition Soit f : % < R" — R, de classe C2. Pour tout a € % on définit
la matrice hessienne de fen a:

2

o2
d 0x;0x; 1<i,j<n

D’apres le théoréme de Schwarz, pour tout a € %, Hy(a) € ¥, (R).

Si n =2, avec des notations habituelles,

0° 0°
a—];(a) —f(a)
_| ox 0y0x
S TN
3xdy (a) 3y? (a)

V.2 Laformule de Taylor-Young a 'ordre 2

Proposition : Soit f : % c R" — R, de classe C?. On suppose % ouvert. Soit

a €9 .0n a alors, au voisinage de Og» (pour h) :
1
fla+h) = f(@+Vf@,h)+(Hp(@.hihy+ o (1h]?)

Quel'on peut également écrire, confondant comme d’habitude éléments

de R" et éléments de 4,1 (R) :
1
fla+h) =f@+Vf@h+ 5hﬁwf(a)m hoo(llhllz)

Démonstration Non exigible, pas inintéressante, faisons-la pour n = 2 ce qui
supprime les indexations.

Pour développer

fla+h) - f(a)

9
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on introduit la fonction

¢:t— fla+th)

qui permettra d’écrire f(a+ h) — f(a) = ¢(1) — p(0).

Pour que ce soit défini sur [0, 1], on remarque que, % étant ouvert, il existe une
boule ouverte B(a, r) (r > 0) incluse dans %. On suppose dans la suite || k| < r,
ce qui permet de définir ¢ sur [0,1]. Par théoreme de composition, ¢ est de

classe C! sur [0, 1], et

Veel0,1] ¢ () =df(a+th)(h)

ou encore
0 0
Viel[0,1]  ¢'(r) = hl—f(a+ th) + hg—f(a-l- th)
0x oy
: ... of of 1 .
Mais par hypothese, ™ et 3 sont de classe C*, donc par composition
x y

0 0
[— a—f(a +th)ett— a—f(a + th) sont de classe C!. Et, avec la méme formule
X

qui a permis de dériver ¢, on obtient :

af of
i[ﬁ( +th)]—h a(a)( +th)+h a(a)( +th)
drlox @ - 0x a 2 a
02f 62f
:hlﬁmﬂhthayax(a”h)
et, de méme, , )
dof . f 0
dt[ay(a+ th)] = I3 5t th 4 hag s (a th)

On en déduit que ¢ est de classe C? sur [0, 1], et

02 0°
Viel[0,1]1 ¢" (1) = hlé(ﬁ th)+h26ygx(a+ th)
o’ f 0°
+ hy hlaxay(a+ th)+h20—y2(a+ th)

10
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Appliquons le théoreme de Schwarz :

2 62 2
f(a+ th)+2hihy / (a+ th)+h2—f(a+ th)
dyox 0y*

102

Veel0,1]¢" (1) =

Ecrivons maintenant la formule de Taylor avec reste-intégrale :

1
o) :¢(0)+(1—0)<l>’(0)+f0 (1-0¢" (1) dr
1 1
:¢(0)+¢’(0)+f0 (1-0¢"(0) dt+f0 1-0[¢"()-¢"(0)]dr

1
= ¢(0) +¢'(0) + %¢>”(0) +f 1-0[¢"(t)-¢"()]dr
0
ce qui donne, en réutilisant la fonction f,

of

2
fla+h) = f(a)+[h1—(a)+h2—( )] += [hzaf

(@)

la 2
of
+2h1h26y ()+hzﬁ(a)]+Ra(h)
ou
02
Ra(h) = f(l t)[hz[—( +th)——(a)]+2h1h2[ayaf (a+th) - f
+h2[—(a+th)——(a)]]dt
5 2
: o o Of 0f  Of .
Soit € > 0. Par continuité des applications 2" dyox et 0)/2’11 existe n > 0 tel
que
52 52
Ig—];(Z)——f( al = €
lz—al=n=11 (Z) of(a)l < €
=1 oyox " dyox T
of . of
|6—y2(Z)—a—y2(d)| < €

Si k|l <7, on a, pour tout ¢ € [0,1], |[(a+ th) — all < 7. On peut supposer n < r

(quitte a diminuer 1) et on obtient :

1
IR, (R)| sef (1 - 0[5 + 2| hy || by + K3)dt
0

11
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Fixons ||.|| égale a la norme ||.||; usuelle, la plus adaptée ici; on vient donc de
montrer

€
17l <0 = Ra(W)] < SIRI
On adonc bien démontré que
R,(h) = hll*
a(h) hgo(ll 1)

ce qui conclut.

V.3 Application aI'étude d’extremums
a. Etude

Soit f : % < R" — R, de classe C?. Soit a € %. On connait déja une condition
nécessaire d’extremum en a :

Vf(a)=0

(ou, de maniere équivalente, toutes les dérivées partielles premieéres de f sont
nulles en a) (autrement dit, a est un point critique).
On suppose dorénavant cette condition vérifiée.

On a alors, au voisinage de (0,0) (pour h) :
1
fla+h)=f@+Qath)+ o (I~

ouQuh)=h"H r(a)h (ainsi appelée car c’est une « forme quadratique », termi-

nologie hors-programme).

1. Si Hy(a) € S;;" (R), alors I'application
(x,y)— x"Hy(@)y

est un produit scalaire sur R”. La norme euclidienne associée est 1/ Q.
Etl'équivalence des normes (nous sommes bien en dimension finie) per-

met d’affirmer
1
fla+h)= f(a)+ EQa(h) + hgo(Qa(h))

12
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D’ou I'équivalent, au voisinage de h = Og» :
1
fla+h) - f(a)~ EQ“UZ)

Deux termes équivalents ont strictement méme signe au voisinage du
point considéré, on peut donc affirmer que f atteint un minimum local

strict en a.
Si Hy(a) ¢ S, (R), soit A <0 et u € R" tel que Hy(a)u = Au. Appliquons la

formule de Taylor-Young a & = tu, faire tendre h vers Orn revient a faire

tendre ¢ vers 0. On conclut que f n’'atteint pas un minimum local en a.

b. Résultats

N

Proposition Soit f de classe C? sur un ouvert % de R”, a valeurs dans R.

Si f atteint un minimum (local) en a, alors a est point critique de f et
H¢(a) € % R).

Soit f de classe C? sur un ouvert % de R", a valeurs dans R. Si a est point
critique de f et Hy(a) € %, (R) alors f atteint un minimum local strict

en a.

On voit sans peine les modifications a faire pour remplacer « minimum » par

« maximum ».

c. Casn=2

Ona
r
Hg(a) =
s t
2 2 2 2
our= %(a), s= aaygx(a) = ;xc{y(a) (théoreme de Schwarz) et ¢ = %(a).

On suppose dans la suite que a est critique.

1.

Sidet(Hf(a)) = rt—s>0

13
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Alors Hy(a) € " (R) (siTr (Hy (@) r + t > 0) ou —Hy(a) € &, (R) (si
r+t<0).Illyadonc

2. Sirt—s*<0
Ici, il n’y a pas d’extremum en a, on a un « point col » (terminologie h.p.).

3. Sirt-s>=0
Il peut se passer beaucoup de choses! la simple considération des fonc-
tions f et —f, o f(x,y) = x* + %, en (0,0), montre qu’on ne peut rien
dire de général.

Conclusion

Soit f : % < R?> — R, de classe C?. Soit a € % un point critique (V f(a) = 0).
Notons ) ) ,
o°f o°f o°f
= — , = , [ = ——
"7 ox2 @ ) 6y6x(a) dy? @

Alors :
— Sirt—s®>0, f atteint en a un extremum local strict.
— Sirt—-s2<0, f n’atteint pas un extremum en a.

— Sirt—s*=0, on ne peut rien dire.

14
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VI Vecteurs tangents a une partie d’'un espace vecto-

riel normé

VI.1 Définition

Pour comprendre la définition suivante, imaginer le cas ou X est une surface, E

étant un espace euclidien de dimension 3.

Définition Soit X une partie d'un R-espace vectoriel normé de dimension

finie E, soit x € X. On dit que v € E est tangent a X en x lorsqu’il existe

e>0et
Yy: l-€€el — E

t — (1)

vérifiant les propriétés suivantes :
() Vtel-eel yeX

(ii) y(0) =x

(iii) y est dérivable en 0, et y'(0) = v

Traduction v € E est tangent a X en x lorsqu’il existe un « petit bout d’arc »

tracé sur X, passant par x, et dont le vecteur vitesse en x est v.
Notation On note T, X '’ensemble des vecteurs tangents a X en x.

Exercice Montrer que si v € E est tangent a X en x, alors av est aussi tan-

genten x a X (a € K).

VI.2 Un exemple peu géométrique

Exercice: Quels sont les vecteurs tangents en I, a SO(n) ? Indication : que peut-

on dire de I'exponentielle d’'une matrice antisymétrique réelle ?

15
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VLI.3 Les exemples a connaitre

Ces exemples sont dans le programme. On est donc autorisé a les utiliser, mais

il faut s’attendre a devoir les redémontrer.

a. Sous -espace affine

Ici, X = a+ F ou F est un sous-espace vectoriel de E. Soit x€ X.Ona T, X =

b. Sphere

Ici, X={x€E; ||lx—all=R}ouR>0et|.| estune norme euclidienne sur E (qui

est donc un espace euclidien). Alors Ty X =

c. Courbe y= f(x)

On considere une fonction f de classe C! sur un intervalle ouvert I de R. Et X
est son graphe :

X={(x,y)eR*; y=f(x)}

Soit a = (a, B) € X. Alors Ty X =

d. Surface d’équation z = f(x, y)

On considere une fonction f de classe C! sur un ouvert % de R. Et X est son
graphe :
X={(xy2€%xR; z= f(x,y)}

Soita = (a,B,y) € X. Alors T, X =

16
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VI.4 Cas particulier d’'une partie définie par une équation
a. Lerésultat

Proposition Soit g : % < E — R, ou % est un ouvert de I'espace vectoriel

normé de dimension finie E. On suppose g de classe C'. Soit
X={xeu; gx)=k}

ol1 k est un réel fixé. Alors, pour tout x € X tel que dg # 0, T X = Ker (dg(x)).
Si E est euclidien, cela signifie que T X = (Vect(V g(x)))l.

Démonstration Contentons-nous de montrer que les vecteurs tangents a X
en xo sont orthogonauxa Vg(xp). (La démonstration générale du résultat

est hors-programme pour d’excellentes raisons)

Exemple On retrouve les exemples cités plus haut.

b. Tangente, normale a une courbe F(x,y) = k

Soit F de classe C! sur un ouvert 22 de R?, a valeurs réelles, et (x, Yo) € U tel

que F(xo, yo) = k. Soit
(O ={(x,y)€%; F(x,y) =k}

Le résultat précédent montre que
Proposition Si VF(xy, yo) # 0, il dirige la normale a (C) en (xy, o).

On peut appliquer cela a F(x,y) = y— f(x) ol f est une fonction C! sur un

intervalle ouvert I.

c. Normale, plan tangent a une surface F(x, y,z) = k

Ici, F est définie sur un ouvert % de R3, de classe C'. On obtient, si F(xy, yo, zo) =
k:

17
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Proposition Si VF(xy, yo, 20) # 6, il dirige la normale a la surface d’équa-

tion F(x, y, z) = k en (xo, yo, 20)-

Cette normale est une droite; le plan tangent est le plan contenant (xy, o, Zo)

et orthogonal a cette normale. Son équation est donc

(x—x )—aF(x )+ ( )—aF( )+ ( )—aF(x )=0
- , Y0, Z - Xo, Yo, Z zZ—2 , Vo, 20) =
0 ox 0, Y0, 20 Y=Y 3y 0, Y0, 20 0 oz 0, Y0, 20

Ici aussi, I'exemple de la sphere : x?+y?+z% = R? permet de retrouver le résultat.

Il est intéressant d’examiner le cas particulier des surfaces z = f(x, y).

VII Optimisation sous contrainte

Théoreme Soit E un R-espace vectoriel normé de dimension finie, % un

ouvert de E, f et g deux fonctions C! sur %, a valeurs réelles. On pose
X={x€e%; gx)=0}

On suppose que la restriction g|x de g a X atteint un extremum (local)
en xo € X. Alors, si dg(xg) #0, il existe A € R tel que d f (x9) = Adg(xp).
Dérivées partielles En termes de dérivées partielles relatives a une bas quel-

conque, la conclusion s’écrit : il existe A € Rtel que Vi 0;f = 10;g (et
I'’hypothese : il existe i tel que 0; g(xp) # 0).
Gradient Si E est euclidien, la conclusion s’écrit : il existe A € R tel que

V f(xp) = AVg(xp) (et 'hypothese : Vg(xp) # 0).

VIII Matrice jacobienne

VIII.1 Définition

Soit E, F deux espaces vectoriels réels de dimension finie, f une application

de classe C! d’un ouvert % de E dans F. Soit & = (€1,...,€p) une base de E,

18
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% = (ey,...,ey) une base de F. On appelle matrice jacobienne de f en a rela-
tivement aux bases % et € la matrice de I'application linéaire d f(a) dans les
bases B et 6.

En notant fi,..., f, les applications com%osantes de f dans la base € (cést-a-

0
dire, pour tout élément x de %, f(x) = Z fi(x)e; ), et en notant d; ou E la

i=1 Xj
jeme dérivation partielle dans la base %8, on a
0 0
0xy 0xp of
]f(a) = : = ( : (a)) 1<i<n *
afn afn 6x] 1<j<p
a—xl(a) 0xp (a)

VIII.2 Exemples

Calculer les matrices jacobiennes (relatives aux bases canoniques) des applica-
tions

(p,0) — (pcosB, psinb)

et

(r,¢,0) — (rsinf cos¢, rsinfsing, r cosH)

19
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VIII.3 Matrice jacobienne d’'une application composée

Soit E, F, G trois espaces vectoriels réels de dimension finie, f une application
de classe C! d’'un ouvert % de E dans F, g une application de classe C! d'un
ouvert 7 de F dans G. On suppose que f (%) c V. Soit BB, €, 2, des bases res-
pectivesde E, F, G.

Jz2(go @) =]¢a 8(f(@)]zef(a).

ou encore, siles dimensions respectives de E, F, G sont p, n, g, alors, pour tout
i entre 1 et g et tout j entre 1 et p,

0(gof); " Og;

gofi (a) = Z 8i

0fk
(a))z—(a) .
0x;j i1 OVk (r )ax]-

0

(On désigne par F les dérivées partielles dans la base €).
Yk

Cette formule (un peu compliquée a écrire dans le cas général, et appelée regle

de la chaine) permet le calcul des dérivées partielles d'une fonction composée.

Mais la recette a déja été vue.
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