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Au choix :

Choix 1 : Probléme 1 + Probléme 2 : Un demi-probléme Centrale et un extrait de
probléme CCP

Choix 2 : Probléme 1 4+ Probléme 3 : Un demi-probléme Centrale et un probléme X

incomplet.

Donc tout le monde doit traiter le probléme 1. Il est d’ailleurs recommandé de commencer

par cela. Inutile de faire des copies séparées pour les différents problémes.
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CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 4 heures Calculatrices autorisées

sont des reels cowem gaal des variables aléatoires mutuellement indépendantes a vale

La premiere partie établit des résultor s S g €s suivantes.

indépendantes définies ¢

*

Probléme 1 (pour tout le monde !)

I Suites et intégrales

I.A - Etude d’une intégrale & paramétre

Pour z € R*, on pose

1— t . —x
flo) = [ L=gestetar

I.LA.1) Montrer que f est définie et continue sur [0, +oo[ et de classe C? sur ]0, +ool.
I.A.2) Déterminer les limites de f et f’ en +oco.

I.A.3) Exprimer f” sur ]0,+oo[ & l'aide de fonctions usuelles et en déduire que
Ve >0, f'(x)=In(z)— % In(z% + 1)

I.A.4) Montrer

{ Ve >0, f(z)=uzln(z)— %zln(mz + 1) —arctan(z) + g

I.A.5) Montrer

o0
2 1 — cos(st)
0
I.B - Etude d’une suite d’intégrales
Dans cette section, on étudie la suite (u,,),cp- définie par
(o]
1 — (cost)"
Vn € N7, un:/ %dt
0

I.B.1) Justifier Pexistence de la suite (u,,),,c\- et préciser la monotonie de la sous-suite (us,,),ene-

I.B.2) Montrer que u; = uy = g
I1.C - Calcul d’un équivalent de u,,

I.C.1) Mountrer que

vn € N*, vn avec v, = / - <COS< 2u/n)> du

U, = +—=v
ooy " u\/u

0
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I.C.2) Montrer que

V(n,u) € N* x 10, 1], ‘1 — (cos (V?u/n))n‘ <u
I.C.3) Montrer que la suite (v,,),,c+ admet une limite finie { vérifiant

_ 1—e™
l—./ w/u du

0

[ee]

I.C.4) On admet la relation /

0
[nm
Conclure que u,, ~ -5

du = /7.

S

Fin du probléme 1

DaRycette partie, comme il est indiqué dans le préambule, on considére une suite (X,,),,c,- de variables aléajgffes
mutu®§gment indépendantes, & valeurs dans {1, —1} et telles que, pour tout k& € N*,

P(X,=1)=P(X,=—1) =
Pour tout n € NQon pose S, = X; + -+ X,,.
L’espérance d’une iable aléatoire réelle finie Z est notée E(Z) et sa variance V(7).

II.A - FEtude de E(N§)

II.A.1) Déterminer 'espeMggce et la variance de S,,.

II.A.2) Soit S et T deux varRles aléatoires réelles finies indépendantes dg#ffiies sur (€2, .4, P). On suppose
que T et —T" ont méme loi.

Montrer que E(cos(S +T)) = E(cosQQ) E(cos(T)).

I1.A.3) On considére la fonction ¢, R dans R telle que ¢, (t) =gffcos(S,,t)) pour tout réel ¢.

Montrer que ¢, (t) = (cost)™ pour tout entMgn € N* et tout réel

II.A.4) Montrer, pour tout n € N*, E(|S,,|) QU

n-
On utilisera I'expression intégrale de la vale®Mgabsgffe obtenue a la question 1.A.5.

II.A.5) Déduire de la question précédente que, pourdlut n € N, Uy, | = Uy, o.

II.B — Etude de i
n

On se propose de démontrer que la suite converge preSQue stirement vers 0, c’est-a-dire qu’il existe
n
nehN*
un événement négligeable 2 € A tel q

S (@)

Yw e Q\ 2, o

—0
n — 00

Pour tout n € N*, on pose

#) { d
n= | et Z,=1we, Fk>n, U(w) > —=

o~

I1.B.1) Mon que E(S?!) = 3n* — 2n pour tout n € N*.

1 3
) " * _ -
I1.B.2) @®ntrer que, pour tout n € N*, P (U,,L > \/ﬁ> < 3

II.B4¥ Montrer que Z,, € A pour tout n € N* et que lim P(Z,) = 0.
n—o0

n

) S
’B.4) En considérant Z = ﬂ 2., montrer que (—) converge presque stirement vers 0.
n

neN*

n?’
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Probléme 2 (d’aprés CCP)

Dans tout ce probléme, (a,),cnN est une suite de nombre réels telle que la

série entiére Z anx™ de la variable réelle x ait pour rayon de convergence 1.

On désigne alors par Y a, la série de terme général a,, et par f la fonction
o0

définie sur Uintervalle ouvert | — 1, 1] par : f(z) = i anz™.

On désigne par (P;) et (Ps) les deux propriétés suTiLV:zfntes possibles de la suite

(an) :

(Py) : la série 3 a, converge.

(P2) : la fonction f admet une limite finie, notée lim f(x), lorsque = tend vers

z—1-

1 par valeurs inférieures.

1. En utilisant par exemple des développements en série entiére usuels, donner, dans

chacun des cas suivants, un exemple de suite (a,,) telle que :

(a) (an) vérifie (Py) et (Pa);

(b) (an) ne vérifie pas (Py) et vérifie (Ps);

(¢) (an) ne vérifie ni (Py) ni (P2);

(d) La série Z anx" ne converge pas uniformément sur Uintervalle | — 1, 1[ (justifier).

2. Enoncer le théoréme radial d’Abel en termes d’implication entre les deux propriétés

(7)1) et (PQ) .

3. On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est une

série absolument convergente.

(a) Le produit de Cauchy de deux séries convergentes est-elle une série convergente ?
(=D"

(On pourra examiner le cas u, = v, = i
n

pour n > 1).

(b) Soit > uy, Y vy, deux séries de nombres réels, on pose pour n entier naturel,
n

Wy = E URVy—k €t on suppose que les trois séries Y up, Y v, €t Y w, convergent.

k=0
“+o0 “+o0 “+o0
Montrer, & I’aide du théoréme radial d’Abel, qu’alors Z Wy, = (Z un> (Z vn> .
n=0 n=0 n=0

4. On nomme (Q) la propriété : pour tout entier n, a, > 0.
Montrer que si (ay,) vérifie les propriétés (P2) et (Q), alors elle vérifie (P1) (on pourra
n

montrer que Z ar < lim f(x)).
=0 Tz—1—



5. Dans cette question on admet le théoréme de Littlewood :
si la fonction f admet une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures
et si a, =0 <i) (la suite (ay) est dominée par la suite (1/n)) alors la série Y ay,
converge.
Pour p entier naturel non nul, on considére une suite (€,)n>1 périodique de période p

formée d’élements de ’ensemble {—1,1}.

(a) Donner, en justifiant leur valeur, les rayons de convergence des séries entiéres

_ €n
E enx” L et g —z".
n

n>1 n>1
oo, +oo
On pose, pour z €] — 1,1] : f(z) = Z ;nx” et g(z) = Zenx”_l.
n=1 n=1
(b) Etablir que la série Z & converge si et seulement si la fonction f : x —
n

n>1

xT
/ g(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures.
0
(c) Montrer que g est une fraction rationnelle & déterminer.

(d) Retrouver, uniquement a ’aide des deux questions précédentes, que la série har-

n
monique diverge et que la série alternée Z (=1) converge en précisant sa
n>1 n
somme.
P
(e) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur la somme Zei
i=1

- €n N
pour que la série E — converge. Que peut-on en conclure dans les cas ou la
n
n>1
période p est un entier impair ?

f h 1 ~ ] L Vi \ 4 M 1 ] e 1 yal 1
e e e e ————— e e e P e — pe——
—+ oo
€n
1 144 H 3 d4 ] 144311 1 1 1.\
Em - - . W == ,
n
n=1

Fin du probléme 2
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Probléeme 3

ECOLE POLYTECHNIQUE rFILIERE M P

CONCOURS D’ADMISSION 2000

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* Kk K

On attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

* % %

On se propose d’étudier certaines équations différentielles, d’abord dans le cadre des séries
entieéres, ensuite dans celui des fonctions indéfiniment dérivables.

Notations des parties I, IT et III.

On désigne par E lespace vectoriel sur C formé des suites de nombres complexes u =
(Uk)k=1,2,.., €t par e, la suite u ot up, = 1 si k = n et 0 si k # n. Pour tout v de £ on note

oo
r(u) le rayon de convergence, éventuellement nul ou infini, de la série entiére Z U, :rk; pour
k=1
tout nombre réel R > 0 on note Er 'ensemble des u de E tels que r(u) > R; enfin on note £
Iensemble des u € E tels que r(u) > 0.

Premiére partie

1. Démontrer les assertions suivantes :

a) Un élément u de E appartient & E si et seulement s’il existe un nombre réel M > 0

tel que Pon ait |uy| < M* pour tout k; dans ce cas on a r(u) > U

1
b) Si, pour un réel M > 0, on a |uy| > MF pour tout k, on a r(u) < I
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2. Déterminer un nombre réel v > 0 tel que l'on ait, pour tout & > 2 :

k—1 1 -
Zak ~2§ﬁ
o k=9

Deuxiéme partie

On fixe un nombre complexe a et on désigne par A, 'endomorphisme de E défini par
(Aqu)r = (k + a)uy, pour tout k.

3. Déterminer le noyau et I'image de A,.

4. Vérifier que, si a n’est pas un entier strictement négatif, pour tout R > 0, la restriction
de A, & Eg est un isomorphisme de ce sous-espace sur lui-méme.

Troisiéme partie

On définit le produit u * v de deux éléments u et v de E par (uxv); =0 et

k—1

(uxv), = Zuivk,,i pour k>2.
i=1

On fixe deux nombres complexes a et ¢, a n’étant pas un entier strictement négatif ; on note
T D'application de E dans lui-méme définie par Tu = Asu + cu * u.

5.a) Supposant que Tu = v ol u et v sont des éléments de F, écrire uy en fonction de vy,
puis uy en fonction de vg, ui,... ,ui_q1 pour k > 2.

b) L’application T" est-elle injective ? surjective ?

6. On se propose de démontrer que la restriction de 7" & E; est une bijection de ce sous-espace
sur lui-méme.

a) Vérifier que T'(E4) est inclus dans F.

b) Soit u € E tel que v = T'u € E;. Démontrer l'existence de nombres réels 6, M, My, M;
strictement positifs satisfaisant les conditions suivantes :

(1) Vk e N* |k+a| >0
(2) 2|c|y My < 6, on « est la constante introduite a la question 2.

(3)  VkeN* |u| < MF



(4) M <6 MyM,
(5)  VkeN* 2k2MF < § MogMF .

MyM¢F

c) Comparer |uy| et 12

d) Conclure.

Fin du probléme 3
U

a) Montrer que uy, est de la forme uy = ap\* avec ay, € RY et

217F < <1 pour tout k .

b) EnWgduire un encadrement de r(u).

Quatriéme partie

Pour tout intervalle ouvi I de R on note C°°(I) l'espagfffdes fonctions complexes indé
ment dérivables sur /. On dés¥ge par a un nombre réel pd nul et par D I’endomorphism
C*°(I) défini par

N (1) =t.f'(t) 1 (1) .

8. Déterminer les solutions maximaleNgke 'giation différentielle D f = 0 sur les interv:
10, 4+00[ et | — 00, 0[, et préciser leurs intervayi de définition.

9. Dire pour quelles valeurs de a il gffte uneqnction f € C°(R), vérifiant Df = 0, n
en 0 mais non identiquement nulle.

Dans la suite, on prend pourgun intervalle de la fole 10, 6[ avec 6 €]0,+00]. On dési
par to un point de I, par g ung@bnction de C*°(I), et enfinQ@r « un nombre complexe.

10. Déterminer la solflon maximale de l'équation différen®lle Df = g sur I telle
f(to) = a [on pourra ing¥duire la fonction
¢

t [ s%7Lg(s)ds]
Jto

11. Ongfppose dans cette question que a n’est pas un entier strictement néga¥get que g
o0

la restrj@lfion a I de la somme d’une série entiére Z vy, t* ayant un rayon de convergqage >
k=1

Déterminer o de fagon que f soit aussi la restriction & I de la somme d’une série ent¥e

S
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