sh (régularité des suites et séries de fonctions)

I Liste ccp II Autres exercices
Analyse 16 Exercice 1 (Suite de ccp Analyse 18).
On considére la série de fonctions de terme général wu,, définie par : . o , . . = (="
Montrer que S est dérivable sur D. Calculer S’, en déduire S, puis calculer Z —
n
VYn € N*, Vx € [0,1], un(z):ln(lJrE)fE. n=t
n n

= z T

On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z { In (1 + f) — f}.
n n
n=1 Exercice 2. On considére une « suite » (an)nen de réels telle que la série ) - an
1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1]. soit absolument convergente. B
!
2. Calculez S'(1). 1. Montrer que
+oo
fz) = Z an sin(nzx)
(—1)ra” "
Analyse 18 | On pose : Vn € N*, Vo € R, un(z) = B définit une fonction continue sur R, & valeurs réelles.
™
On considere la série de fonctions Z Up. 2. Trouver, pour tout entier p, une relation entre / sin(pt) f(¢)dt et les coefficients
n>1 -
ag.

1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D 'ensemble des = ou cette série converge et S(x) la somme de cette
série pour = € D.
2. (a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série Exercice 3. On considére une « suite » (¢n)nez de nombres complexes telle que les
sur D. deux séries Y~ lcn| et > o, |c—n| soient convergentes (on dira plus tard que la

(b) La fonction S est-elle continue sur D ? famille (¢n)nez est sommable).

1. Montrer que
o=t 37 )

définit une fonction continue sur R, & valeurs dans C.
2. Trouver, pour tout entier p, une relation entre / e Ptf (t)dt et les coefficients

—Tr

Ck-



Exercice 4. Trouver deux suites de réels a et b telles que, pour tout z €] — 1, 1], 1. Justifier 'existence de f(z) et g(x).

oo 2. Déterminer leurs limites en +o0.
In(l+z)= Z anx" o )
— 3. Trouver une relation liant f(z + 1) et f(z); montrer que g vérifie cette méme

relation.

+oo
1 n
I+a22 ;bnx 4. Montrer que f = g.

5. Montrer que f est de classe C*°.

] . . . ™= —1)ntt 1. Pour la définition de f(z), le critére de D’Alembert marche bien (ne pas oublier
Exercice 5. En utilisant 1’exercice précédent, trouver Z ) R T
— n de prendre les valeurs absolues pour appliquer ce critére & une série & termes
réels positifs).
2. Double limite, en montrant par exemple la convergence uniforme car normale
. sur [1,+oo[ pour chacune des séries. La limite vaut 0 dans les deux cas.
Exercice 6.
3.0 lcul
1. Déterminer le domaine de définition D de 1 catente
+oo
“+o0 —nx 1 1
_ +1€ =—+
S(a) = Y (-1 f@) =2 T T
n=1 n=1
1 1
2. Montrer que S est continue sur D et de classe C! sur D. Calculer 5. =7 + - nz:l @+1).. (z+n)
3. Déterminer lim S.
éterminer lim - +ZOO )
+o0 = — 4+ —
-nH" r x z+1)...(z+1+m
4. Calculer S, puis calculer Z (=1 m=0 ( ) )
- 1 1
n=1 = — 4 *f(.’l) + 1)
T x
Mais aussi (nettement plus astucieusement) :
Exercice 7. Soit £ > 3. Trouver j tel que 'on puisse dire que la fonction +00 (—1)

g(x+1):e7;)n!(x+l+n)

n=1 X (-t
- 6; (n—Dl(z +n)

est au moins de classe C7 sur R.
+o0 (71)n+1n

:ez

!
— nl(z+n)
. ) . o X (=) 1 1
Exercice 8. Pour tout réel z qui n’est pas un entier négatif, on pose = ex Z z_
400 1 +00 (—1)" —~ nl r T+n
T) = et glz) =e —.
f(@) Zx(m+1)(x+n) 9(x) Zn!(ﬂchn) = —1+ zg(x)

n=0



4. Si h est une fonction vérifiant la méme relation fonctionnelle que f et g, on aura,
pour tout x € R\ Z~,

h(z) = 1 + lh(ac +1)

1 1 1
:5+m(x+1)+m($+1)h(x+2)
1 1 1 1
PP} S I S BN Py S e S BN S L

pour tout k € N, (par récurrence, avec I’équation fonctionnelle). Si ’on suppose

de plus que h a pour limite 0 en +00, on conclut que h = f.

5. On montre donc plutot que g est de classe C°°, en utilisant les théorémes habi-

tuels, avec convergence uniforme sur tout segment.

Exercice 9. Etudier, a l'aide de 'exercice sur la transformation d’Abel (voir exercices
sur les séries), la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions

h, : R — C

ezne

NG

sur |0, 27r[. Rappel : pour écrire une transformation d’Abel, on pose, pour tout p,

0 —

Sp(e) _ Z ko

n

k=0
et on écrit ™’ = S, (0) — S,_1(6).
Exercice 10 (fonction ().
On pose
+oo 1
((z) = —
n=1 n

1. Pour quelles valeurs de x peut-on définir ((z)?

S Ot e

10.

Sur quel type d’intervalles cette série de fonctions converge-t-elle normalement ?

Démontrer que la fonction ¢ est de classe C* sur |1, 400, et exprimer ses

dérivées successives comme sommes de séries de fonctions.
Quel est le sens de variation de 7
Quelle est la limite de ( en +o00 7

Quelle est la limite de ¢ en 1? Déterminer un équivalent de ¢(z) au voisinage a

droite de 1 en utilisant une comparaison a une intégrale.

. On définit, pour tout entier naturel n > 1, la fonction

3

(=D

nac

fn @ x—>

Sur quel intervalle a-t-on convergence simple de la série de fonctions Z fn?
n>1
Etudier la nature de la convergence (uniforme, normale. . .).

. Démontrer que la fonction ¢ définie sur ]0, +00[ par

est de classe C'*°. Question classique, pas facile, importante.

. Démontrer que, si z > 1,

$a) = (277 = 1)¢(2)

Vérifier que cette relation permet de prolonger ¢ a Uintervalle |0, 1[; retrouver

l’équivalent de {(z) au voisinage a droite de 1.

Démontrer que I’ on peut définir, pour tout nombre complexe z de partie réelle

strictement supérieure & 1,
+o00 1

((z) = e
n=1

(si t est un nombre réel strictement positif et z un nombre complexe, on définit

t* = exp(zInt)). Démontrer qu’il y a convergence normale sur tout compact

inclus dans le demi-plan {z / R(z) > 1} de cette série de fonctions.



Exercice 11 (Résolution d’une équation fonctionnelle). On considére une fonc-
tion ¢ continue sur un segment [—a, a], & valeurs réelles, telle qu’il existe une constante
C vérifiant, pour tout x de [—a, al,

¢(z)] < Ol
Démontrer qu’il existe une fonction f continue sur [—a, a] telle que, pour tout = dans
ce segment :
x
1@) = £5) = 6la)

Y-a-t-il unicité de f ?Si ¢ est de classe C!, en est-il de méme de f?

On a nécessairement :

-1 ()1 (5) -1 (5) 1 (5) 1 () - Eo(5)

(récurrence sur n). D’ot, par continuité de f en 0, nécessairement
+oo x
=10+ 30 ()
f(@) = f( )+§¢ o

d’ot la pseudo-unicité de f (elle est unique a une constante additive prés, on pouvait
d’ailleurs voir dés le début que si f convenait alors f -+ cte convenait aussi).
Reste a montrer la convergence de la série écrite (facile avec la majoration de ¢), et la

classe C'! grace au théoréme avec convergence uniforme car normale sur tout segment.



