T5 : Linéarité et continuité

I Continuité des applications linéaires

I.1 Caractérisation
Proposition Si E, F sont deux K-espaces vectoriels normés, si f € Z(E, F),
alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue
2. f estlipschitzienne

3. Il existe k = 0 tel que, pour tout x € E,
If(lF<klxlg

Remarque Le résultatimportant, c’est 1 < 3. La propriété 2 est simplement

un intermédiaire.

Remarque On peut aussi donner d’autres phrases équivalentes aux trois
précédentes : f est continue en Og, f est uniformément continue sur E,
f estbornée sur B'(0g, 1)...

Remarque Si on ne suppose pas f linéaire, 2. implique 1. et 3., c’est tout.

Remarque (tres) utile La caractérisation énoncée est une question assez
fréquemment rencontrée a I’écrit : on rencontre par exemple, dans un

probleme, une application linéaire
u:E—F

(ol E, F sont des K-espaces vectoriels normés) et on demande de mon-

trer que u est continue.
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On doit alors penser que la « vraie » question est :

montrer qu’il existe k tel que

VxeE ITX)F=<klxlg

...A moins que E ne soit de dimension finie, auquel cas il n'y a rien a

faire :

I.2 En dimension finie

Théoréme Si E est de dimension finie, toute application linéaire de E dans
F (ou F est un evn quelconque) est continue.
Probablement le résultat le plus utilisé pendant ’année de Spé! bien re-
marquer que c’est E qui est de dimension finie, pas F.

Théoreme (le méme) Toute application linéaire définie sur un espace vec-

toriel normé de dimension finie est continue.

Corollaire Soit (ey,...,e;) une base d'un K-espace vectoriel de dimension

finie. Les applications composantes :

T E — K
n

X=) Xpex — X
k=1

sont continues. Et donc toute application fabriquée a partir des n; par
combinaison linéaire, produit, quotient (si le dénominateur ne s’annule

pas), composition par des applications continues...

Exercice Montrer que I'ensemble des matrices symétriques est un fermé de
A5, (K).

Exercice Montrer que ’ensemble des matrices de trace nulle est un fermé
de 4, (K).

I.3 Enpratique

Si on veut montrer la continuité d'une application linéaire, deux méthodes :
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Méthode 1 Si E est de dimension finie, c’est...fini. « u est linéaire sur E qui
est de dimension finie, donc u est continue » est peut-étre ce qu’on dit le plus
souvent en Analyse.

Méthode 2 Sinon, on cherche a trouver k tel que
VxeE |ux)lr=<klxle
bref, on revient a la caractérisation établie plus haut.

Méthode 3 Et si on veut montrer que u n’'est pas continue? on cherche a mon-

trer le contraire, c’est-a-dire a montrer :
Vk=0 3IxeE lulr>klxlg
ce qui équivaut a
VneN, 3JxeE |ux)lr>nlxlg

On peut donc voir le principe : trouver une suite (x;) telle que, a condition

d’avoir n assez grand, || u(x,)| r soit aussi grand que I'on veut devant | x| g.

Exercice Dire sil’application f — f(0) est continue surl’espace C([0,1],K)

quand on munit celui-ci de la norme |.|| o, puis de la norme |[.||;.
Exercice (Oral Mines) Donner un exemple de forme linéaire non continue.

Exercice (Oral Centrale) Soit a > 0 et E I'espace des fonctions continues et
intégrables de R* dans R. On munit E de la norme définie par

VfcE ||f||1:f0+°°|f|

X
Pour f € E, on pose ¢(f) : xe R" — e_“xf e“! f(r)dt. Montrer que ¢
0

est un endomorphisme continu de E
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14 <%.(E,F)
Définition On note Z.(E, F) 'ensemble des applications linéaires conti-
nues de E dans F.

Proposition Z.(E, F) est un espace vectoriel.

I.5 Normes subordonnées (ou normes d’opérateurs)

Définition - proposition On considere deux K-espaces vectoriels normés,
(E, I.Ilg) et (E II.IlF). Si f € Z.(E, F), on pose

N, g o)) = sup M0

Il g xzop IIxllE

N(f) :sup({

N définit une norme sur £, (E, F), parfois dite « subordonnée » aux deux
normes fixées sur E et F.

Remarque Si f € £.(E,F)

N(f)= sup If()lF

lxllg=1

Et N(f) estle plus petit k tel que, pour tout x € E,
IfONF < klxllg

Proposition On considere trois K-espaces vectoriels normés, (E, ||| g), (F II.llr),
(G,lI.llg). On note Ngr, Nrg, Ngg les normes subordonnées définies
comme ci-dessus sur Z.(E, F), £ (F,G), £.(E, G) respectivement. Alors,
siue Z.(E,F)etve £ (FG),

Ng,g(vou) < Ngg(v) Ng r(u)
Corollaire Ici, E = F, on a une norme ||.| g sur E, et si u € £,(E) on définit

|2 (x) |l
N(f) = sup ——= = sup llu(x)llg
x#0p IxllE lxllg=1

Alors N est une norme sur £, (E) qui vérifie N(Idg) =1 et
V(u,v) e L(E)? N(wou) <N(u) Nv)

On dit que N est une norme d’algebre unitaire.

Propriété Ona N(uk) < (Nu)k, pour tous ke Net u € Z.(E).
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1.6 Version matricielle

Proposition Soit |.|| une norme quelconque sur M, ; (K). On définit, si A €

M, (K),
N(A) = sup w = sup [|AX]|
xz0) IXI xy=1

On définit ainsi une norme sur M, (K), vérifiant N(I,;) =1 et
Y (A, B) € M,,(K) N(AB) < N(A)N(B)
ce qui implique

VAe M,(K) VkeN N(AF) <Nk
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II Continuité des applications multilinéaires

Proposition Si Ej,..., Ep, F sont des K-espaces vectoriels normés,
si f : Eyx---xE, — F est mutlilinéaire, alors les deux propositions
suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue.
(ii) I existe k = 0 tel que, pour tout (xy,...,Xp) € Ey x -+ x E,

1F 1o )l < Kl - X0l E,

Cette proposition étant surtout utilisée pour p = 2, on peut se concentrer sur sa

démonstration dans ce cas particulier, elle n’est pas inintéressante.

Corollaire Si (E,(.|.)) est un espace préhilbertien réel, I'application (x, y) —
(x|y) est continue de E x E dans R.

Démonstration Il suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on est

ramené a la proposition avec k = 1.

III Applications polynomiales et applications mul-

tilinéaires en dimension finie

III.1 Applications polynomiales
a. Définition

Soit E un K-espace de dimension finie, (e, ..., e;) une base de E.

Si (k1,...,k,) €N", on note m,,.. k) 'application

.....

ky kK k
xX— X7 X% X"

définie sur E, a valeurs dans K, ou’on a noté

n
x=) xie
i=1

Autrement écrit, si on définit comme d’habitude les

T + X— Xf
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alors

kik _k
Mky,k) = T0) T2 T

Définition On appelle application polynomiale sur E toute application de
E dans K qui est combinaison linéaire des m,, -

Remarque On peutavoir 'impression qu’il faudrait dire « polynomiale rela-
tivement a la base (e, ..., e,) »...mais non, c’est indépendant de la base!

Continuité

Proposition Toute application polynomiale sur un espace de dimension fi-

nie est continue.

Exemples fondamentaux

Exemple tres utile det est continu sur .4, (K).

Autre exemple Lapplication M — com(M) est continue sur .4, (K), K=R
ouK=C.

Autre exemple trés utile L'application qui a une matrice associe son poly-

noéme caractéristique est continue (résultat a préciser!).
Remarque Par contre, si on remplace « caractéristique » par « minimal »...
Application Les exercices d’oral concernant la comatrice. ..Par exemple,

Exercice déterminer le coefficient de degré 1 de P4 en fonction de la trace
de la comatrice de A.

III.2 Applications multilinéaires encore

Proposition Si Ej,..., E, sont des K-espaces vectoriels normés de dimen-
sion finie, si F est un K-espace vectoriel normé, alors toute application

multilinéaire de E; x --- x E; dans F est continue.

Démonstration Dans le cas ou dim(F) < +oo, il suffit de dire qu’'une telle
application a pour composantes dans une base de F des applications
polynomiales. Et une application dont toutes les applications compo-

santes sont continues I'est.
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Dans le cas général, on est obligé de passer par la caractérisation géné-
rale. Encore une fois, faisons la démonstration pour n = 2, plus agréable
a écrire et qui surtout permet de comprendre 'idée sans se noyer dans
une forét d’indices.

On suppose donc u : E; x E; — F bilinéaire, E; et E, de dimension finie.

On fixe deux bases (e(” . efil)) (6(2) . eg)) de E; et E, respectivement.

Six; = Z x(l) (1) €Ejetxy= Z x(z) (2) € E,, par bilinéarité
— k=1

dy
U(x,y) Z (Z x(l)x(Z)u(egl)’e(z)))

i=1\j=1

et par inégalité triangulaire

luCo i<y ( 2 1P el el )

i=1\j=1

Notons NV (x) = max Ix(l)l N® (@)= max Ix(Z)IAlors

1<k=<d; 1<k<d,

lu(x, PiiF <k NU D) NP (x@)

ol k = Z (Z I u(e(l) (2))|IF ) Comme il est clair que NV et N® défi-
i=1\j=1
nissent respectivement des normes sur E et E», la caractérisation du II.

conclut.

Exemple dety est continue sur E” si E est un K-espace vectoriel de dimen-
sion n dont B est une base.

Exemple Soit (E,(.].)) un espace euclidien; I'application (x, y) — (x|y) est
continue sur E x E.

Encore vrai, comme on I'a vu, en dimension quelconque.
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IV Un peu de topologie sur ./, (K)

Comme d’habitude en Analyse, K=R ou K=C.

L'ensemble de ce paragraphe est hors-programme, mais. . .utile.

IV.1 Quelques normes
a. Peuimporte lanorme...

Rappel Sur .4, (K), toutes les normes sont équivalentes.

...car 4, (K) est de dimension finie.

Cela signifie que les voisinages d'une matrice, les ouverts, les fermés...ne dé-
pendent pas du choix de la norme. De méme, si (Ap) peN € Ay, (K)N, la conver-
gence de (Ap) vers une matrice A ne dépend pas de la norme choisie sur .4, (K).
D’ailleurs (caractérisation par les composantes)

(4

A) — (V(i,j) €ll,nl®*  (Ap;

Ai,j)
p—+oo p—+oo

b. Trois premieres normes sur ./, (K)

On peut définir, si A € .4, (K),

n n
”AHIZZ(Zlai,jl
j=1

n n
=) Z|ai,j|): Yo laijl= ). lagl
j=1\i=1

i=1 (i,j)ell,n]? 1<i,jsn
I All2 = Y. laijl?
1<i,j<n
[Alloo = sup la;;jl= max |a;;l
1<i,j<n I=i,j=n

c. Des normes plus intéressantes

Pour des raisons diverses (voir surtout la définition de I'’exponentielle de ma-
trices, ou de quelque « série entiére matricielle » que ce soit) on aime bien les

normes subordonnées sur .4, (K), car elles vérifient
N, =1 et V(A,B) € ﬂn(mz N(AB) < N(A)N(B)
et donc (récurrence)

VAe M, K)  N(A*) < (NA)F
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Or les trois normes vues plus haut ne vérifient pas les deux propriétés voulues.
On n’a jamais besoin d’expliciter une norme subordonnée a 'aide des coeffi-
cients de la matrice. On peut quand méme se demander a quoi « ressemble »
une telle norme.

Munissons par exemple .4/, 1(K) de la norme |.||; usuelle :

n
1X0 =) 1x]

i=1

X1

si X =| : |.Déterminer N(A), c’est chercher le plus petit k tel que

VXedlna(K)  IIAXI = klXIh

(voir I.4. ou se souvenir de la définition d’'une borne supérieure). On voit donc

ce qu'il faut faire : majorer || AX|; al’aide de || X||;. Allons-y :

IAX||; = Z I(AX);]
i=1

e

g

Posons k = max Z la;,j|. Alors, pour tout X, onabien || AX|; < k|| X||;. De plus,

<]<n

il y a au moins un ]0 tel que

n n
Y lai,j,| = max ) la;l
i=1 1sj=niz

alors, en prenant tous les x; nuls sauf x;;, il y a égalité dans toutes les inégalités

Il
||M:

Il IA
M; T M:

.
1l
—

précédentes, donc k est le plus petit possible, donc k = N(A).
Exercice (pas trés important) Expliciter la norme subordonnée a ||| oo-

10
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IV.2 Quelques ouvert, quelques fermés, quelques densités

Proposition Lapplication det est continue sur .4/, (K).

Il y a deux maniéres de justifier cela : la premiére, trés simple, est de dire que
det(A) est polynomiale en les coefficients de A. La deuxieme, sophistiquée, est

de dire que I'application
A—(c1(A),...,cn(A)

(ou1les cx(A) sont les colonnes de A) est continue sur .4, (K) car linéaire sur cet
espace qui est de dimension finie. Et, si 9 est la base canonique de K", I'ap-
plication (cy, ..., c,) — detg(cy, ..., c,) est continue sur (K")" car multilinéaire
sur cet espace qui est de dimension finie. La composition de ces deux applica-

tions est det, qui est donc continue.

Exercice Montrer que GL,(K) est ouvert dans M, (K)
Exercice Montrer que GL,(K) est dense dans M, (K)
Exercice Montrer que S (K) est fermé dans M, (K)

Exercice On définira (chapitre Ab2)
STR)={A€S,(R); VXe.ly (R X AX=0}
Montrer que S}, (R) est fermé dans M, (R).

Exercice Montrer que, si 1 <r < n -1, 'ensemble des matrices de rang r n’est

ni ouvert ni fermé dans .4, (K).

Exercice Si T € T,f[ (K) (triangulaire supérieure), montrer qu’il existe une suite
de matrices diagonalisables qui converge vers T. En déduire que '’ensemble
des matrices diagonalisables est dense dans .4, (C).

Exercice Lensemble des matrices diagonalisables est-il dense dans .4 (R) ?

Exercice On rappelle que le rang d'une matrice A est = r si et seulement si il

existe I et J de cardinal r tels que (a;, ;) est inversible.

(@, j)elx]

11
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En déduire que {A € 4, (K) ; rg(A) = r} est ouvert dans .#,(K) (on dit que le

rang est semi-continu inférieurement).

Exercice Soit A € ./, (K). Ecrire une formule donnant le coefficient de degré 1
de P4 en fonction de la trace de la comatrice de A. On suggere de commencer

par supposer A inversible.

Exercice Ecrire com(AB) en fonction de com(A) et com(B). On pourra com-

mencer par envisager le cas des matrices inversibles.

Exercice Montrer que si deux matrices sont inversibles, leurs comatrices le sont

aussi.
IV.3 Quelques continuités
Exercice Montrer que 'application A— Tr(A) est continue sur .4 (K).

Exercice Montrer que 'application

u: MK — K,[X]
A — P,

est continue.

Exercice Montrer que I'application A — 74 (714 polyndme minimal de A) n'est

pas continue.

Exercice Montrer que I'application A — rg(A) n’est pas continue sur .4/, (K).

12
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V  Quelques solutions

1.3 [Exercice (Oral Centrale)] Il n’est pas du tout évident que ¢(f) € Esi f € E.
Il faut le démontrer, et trouver une constante k telle que

VfeE lo(A N < kllfll

En fait, on peut faire les deux en méme temps. Pour une fois, on ne va pas

raisonner sur la fonction (intégrabilité) mais sur l'intégrale (absolue conver-

gence), car on a tres envie de faire des intégrations par parties vu I'aspect de

¢(f). Essayons; soit X > 0, alors (aprés avoir quand méme dit que ¢(f) était

continue sur [0, +ool)

X X X
fo |</)(f)|(x)dxsfO (e_“xfo e‘”lf(t)ldt)dx

e X rx ut x=X
=[— . foe FOldr

—aX

1 X
+Ef0 | f(x)|dx

x=0

X 1 X
f | F(DIdE + ~ f f(0)ldx
0 aJo

1
<
_a||f||1

ce qui donne tout a la fois : le fait que ¢(f) € E, et le fait que ¢ est continue, sa

linéarité ne posant aucun probleme.

1.4.

. Si fe Z.(E,F),il existe k telle que

VxeE IfWlr<klxle
IfOlF

il : x€ E\ {OE}} est donc majoré; il est évidemment
XIE

non vide (on a oublié de dire qu’'on supposait E # {0g}, mais c’est quand

L'ensemble {

méme assez naturel...). Donc N(f) est bien définie.

. Il suffit de remarquer que

{Ilf(x) e

iy < E 081} =  x€ E\{0g)]

f(nxlngx)

(linéarité de f, homogénéité de la norme). Or

F

1
{—X; XEE\{OE}} =S80 D) ={yeE; llyle=1}
lxll

13



Continuité des app. lin. (T5)

I11.

. Les majorants de {

ce qui montre bien ce qu’on veut.

LRSI ; x€ EN\ {OE}} sont les k tels que
lxll g

Vxe EN{O0g}  If()lF<kllxllg
autrement dit les k tels que
VxeE If)lr<klxllg

Or la borne supérieure est le plus petit majorant.

. Méme type de rédaction que pour une norme de convergence uniforme.

. Facilement, N(Id) = 1. Et si u et v sont dans £, (E),

VxeE lv(wx) e = NWux)llg=s NON@Wl x|l g

ce qui montre tout a la fois que v o u est continue (on sait depuis long-
temps qu’elle est linéaire) et que N(vou) < N(v)N(u) (par4.)

Exercice Montrer que GL,(K) est ouvert dans M, (K)

C’est det™ ! (K\{0}) : image réciproque d’un ouvert par une application continue.

Exercice Montrer que GL;(K) est dense dans M, (K)

SiMeM,(K), M——1I, e M et au moins a partir d'un certain rang,
p —+00

1 .
M- ;In € GL,(K) (car le spectre de M est fini).

Exercice Montrer que S (K) est fermé dans M, (K)

14
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¢o:A— A- AT est linéaire donc continue sur M,,(K) qui est de dimension finie.
Donc ¢~ ({(0)}) est fermé.

Exercice On définira (chapitre Ab2)
ST(R)={A€S,(R); VX €My (R X' AX=0)
Montrer que S (R) est fermé dans M, (R).

Linéaire sur un espace de dimension finie, x : A— X7 A X est continue

pour toute colonne X € ./y1(R), donc ¢ '{ONHN [\ wx (R, intersec-
X€ M, (R)
tion de fermés (comme images réciproques de fermés par des applications conti-

nues), est un fermé.

Exercice Montrer que, si 1 <r < n—1, 'ensemble des matrices de rang r n’est

ni ouvert ni fermé dans .4, (K).

1
Notant J, la matrice canonique de rang r, J, + —(I,, — J;) est de rang n (matrice

diagonale a coefficients tous non nuls), et
1
]r + _(In _]r) - ]r
p p—+oo

donc I'’ensemble des matrices de rang r n’est pas ouvert (son complémentaire
n’est pas fermé). Mais aussi

1
—Jr (0)

p p—+oo

donc I'ensemble des matrices de rang r n’est pas fermé.

Beaucoup d’autres maniéres de résoudre cette question.

Exercice Si T € T} (K) (triangulaire supérieure), montrer qu'il existe une suite
de matrices diagonalisables qui converge vers T. En déduire que I'’ensemble

des matrices diagonalisables est dense dans .4/, (C).

15
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Il est « évident » qu’on peut trouver, aussi « pres» qu'on veut de T, une matrice
triangulaire supérieure a coefficients diagonaux tous distincts, qui sera donc
diagonalisable, mais ce n’est pas tres facile a écrire. On peut par exemple utiliser
la matrice
. 1 2 n
T, =T +diag|—,—,...,—
PP p
Il est clair que (T,) converge vers T. Deux coefficients diagonaux de T, sont

égaux si et seulement si il existe i # j tels que

j-i

lii = 1jj =
p

ce qui ne peut plus se produire a partir d'un certain rang (on peut par exemple

Li—Lij ., .
(e
est un ensemble fini).
Soit maintenant M € .#,(C). On trigonalise M : M = QTQ™!. On considére une
suite de matrices diagonalisables (7)) qui converge vers T'. Alors

dire que

QT,Q ' ——M

p—+00

etles QT, pQ‘1 sont diagonalisables.

Exercice Lensemble des matrices diagonalisables est-il dense dans .4 (R) ?

Non. Prenons par exemple la matrice

A=

1 0

(rotation d’angle 7/2). Si (Mj) converge vers A, alors Tr(M)) p—+> Oet
—+00
det(Mp)

1. A partir d'un certain rang, on aura
p—+oo

Tr(Mp)? — 4det(M,) <0

16
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ce qui empéchera M, d’étre diagonalisable (son polyndome caractéristique ne

sera pas scindé).

Exercice On rappelle que le rang d’'une matrice A est = r si et seulement si il
existe I et J de cardinal r tels que (a;, j)( i, jerxy €St inversible.
En déduire que {A € 4, (K) ; rg(A) = r} est ouvert dans .#,(K) (on dit que le

rang est semi-continu inférieurement).

Soit Aderang = r, I et ] comme ci-dessus. L'application

¢ M— det((mivj)(i,j)elx]
A et inclus dans I’ensemble des matrices de rang = r. Ce qui conclut.

) est continue, ¢! (K\ {0}) est un ouvert contenant

Exercice Soit A € ./, (K). Ecrire une formule donnant le coefficient de degré 1
de P4 en fonction de la trace de la comatrice de A. On suggere de commencer
par supposer A inversible.

Supposons A inversible :
Py(X) =det(XI, - A)
1
= X"det (In - —A)
X
1
= X”det(A)det(A_l - }In)
1
= (-1)"X"det(A)det (}In - A—l)

=(-1)"X"det(A)P (l)
—_ A_l X

Donc
PA(X) = (-1)"det(A) + (1) 'det(A)Tr(A H X +---

Le coefficient cherché est donc (—1)"*!Tr (com(A)). Mais si on note a(A) le co-
efficient de degré 1 de P4, a est continue car fonction polynomiale des coeffi-

17
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cients de A (justifiable grace a la formule

PaX)=) ... )
0eS

Lapplication A — (- Ty (com(A)) est continue pour les mémes raisons, or
GL,(K) est dense dans .#,,(K), on conclut donc

VA€ U,(K) a(A) = (-1)"*Tr (com(A))

Exercice Ecrire com(AB) en fonction de com(A) et com(B). On pourra com-

mencer par envisager le cas des matrices inversibles.

Si A et B sont inversibles,

com(AB) = det(A) x det(B) x ((AB)_l)T
=det(4) (A ™HT xdet(B) B™HT

=com(A) x com(B)

Supposons maintenant A seulement inversible. Les applications B — com(AB)
et B— com(A)com(B) sont continues (les coefficients de com(A)com(B) sont
polynomiaux en les coefficients de B), et coincident sur GL,(K) qui est dense
dans .4, (K), donc sont égales. On fixe alors B quelconque, et on tientles mémes
propos sur A— com(AB) et A— com(A)com(B), on conclut donc que pour
tout couple (A, B) de matrices,

com(AB) = com(A) x com(B)

Exercice Montrer que 'application A— Tr(A) est continue sur .4, (K).

Elle est linéaire sur .4, (K) qui est de dimension finie.
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Continuité des app. lin. (T5)

Exercice Montrer que 'application

u: MK — KulX]
A — Py

est continue.

Ses composantes dans la base canonique de I'’espace d’arrivée (i.e. les coeffi-

cients de P,) sont fonctions polynomiales des coefficients de A.

Exercice Montrer que I'application A — 74 (74 polynd6me minimal de A) n'est
pas continue.

0 1 O 0
Prenons N=| : . . 0]|.Alors —N —— (0), pourtant 771 5, = X", et
p p—+oo p
1
o ... ... ... 0

la suite (X") ne converge pas vers X quand p — +oo.

Exercice Montrer que I'application A — rg(A) n’est pas continue sur .4, (K).

L'exemple précédent marche encore ici.

19



Continuité des app. lin. (T5)
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