P4 : Espérance, variance, moments. ..

I Espérance

I.1 Variables aléatoires réelles positives

Définition
Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q,.</, P), a valeurs dans R™.
Lespérance de X est, par définition,

EX)= ) PX=x)x
x€X(Q)

Explication E(X) est un élément de R* U {+oo} = [0, +00] : I'espérance est
réelle (ou «finie») si et seulement sila famille (P (X = x) x) xex(q) €st som-
mable. Dans le cas contraire, on a E(X) = +oo.

Remarque Cette définition differe de celle donnée en mpsi pour les va-
riables aléatoires sur un univers fini, qui est

EX) = ) Pl{wh)X(w)

weQ)
(somme finie si Q est fini). Elle lui est équivalente (pour le voir, il suffit

dansla somme Z P({w}) X (w) de regrouper les w qui ont la méme image
weQ)
par X). Mais elle a I'inconvénient de ne pas avoir de sens si Q est infini

non dénombrable. Passer de I’espérance comme somme indexée par Q
(quand c’est possible) a 'espérance comme somme indexée par X (Q)

est un « transfert », voir plus loin.

I.2 Espérance d’'une loi géométrique

Proposition Si X ~ % (p), alors
E(X) =
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I.3 Une formule célebre

Proposition Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N U {+oo}. Montrer
que
+o00o
E(X)=) P(X=n)

n=1
Il s’agit d'un bel exercice de sommabilité. Appliquer la formule a une variable
géométrique, pour la tester. On peut se contenter de savoir la montrer pour
une variable aléatoire a valeurs dans N. Il est néanmoins intéressant de savoir

justifier que

P(X=n)

P(X = +o0)

n—+oo

I.4 Variable aléatoire réelle ou complexe quelconque

Définition Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe discrete sur (2, </, P).
Lorsque la famille (P (X = x) X) xex(q) €st sommable, on dit que X estd’es-
pérance finie, et on définit

EX)= ) PX=x)x
xeX(Q)

Dans le cas contraire, X n'a pas d’espérance (pas plus infinie que finie).

Vocabulaire Une expression équivalente a « X est d’espérance finie » est « X
a un moment d’ordre 1 ». On a méme rencontré dans certains énoncés :
« X estintégrable ». Et « X est sommable » est bien compréhensible et peu
choquant. Notons que le programme officialise la notation X € L! pour
signifier que X est d’espérance finie.

Rappel Onditdoncque X estd’espérance finie lorsque la famille (P (X = x) |x]) xe x ()
est sommable. Ce qui est cohérent avec ce qui précede dans le cas ou X
est réelle positive.

Définition On dit qu’'une variable aléatoire (réelle ou complexe) est centrée
quand son espérance est nulle.

Ne pas confondre « centrée » et « symétrique» : siP(X =1)=P(X=2)=P(X =
3) = P(X = —6) = 1/4, la variable aléatoire X est bien centrée. Pour autant, X et
— X n’ont pas méme loi.
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I.5 Théoreme de transfert

Théoreme

Soit X un variable aléatoire discrete sur un espace probabilisé (Q2, </, P),
f une fonction définie sur X (), a valeurs réelles ou complexes; f(X)
est d’espérance finie si et seulement si la famille (P(X = x) f(%)) . x(q
est sommable, et dans ce cas

E(fX)= ) PX=x fx)

xeX(Q)

C’est un résultat d'une utilité considérable! On I'utilisera quelquefois dans des
cas ou X n’est pas a valeurs réelles. Par exemple, pour ’espérance d'une somme
de deux variables aléatoires réelles X; et X, on peut considérer

X :w— (Xi1(w), Xo(w)) et f : (x1,X2) — X1 + X2.

On peut alors traduire le résultat précédent dans ce contexte.

Démonstration En annexe. Cette démonstration est un exercice de som-
mabilité, pas de probabilité.

Corollaire Une variable aléatoire réelle ou complexe discrete X est d’espé-
rance finie si et seulement si | X| 'est, c’est-a-dire si et seulement si

E(X]) < +o0
Etle cas échéant,
E(XD= ) PX=x)lx|

xeX(Q)

.6 Quelques calculs

...Pour s’entrainer a utiliser le transfert :

1
Si X ~ % (p), calculer les espérances de e et de X2. Puis celle de a*, ol1 a est un
réel strictement positif.
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1.7 Cas d’un univers fini ou dénombrable

Proposition Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe discrete sur
un espace probabilisé (2,7, P), ) étant dénombrable (ou fini). X est
d’espérance finie si et seulement si la famille (P ({w}) X (w))yeq €st som-
mable. Et si c’est le cas,

EX) =) P({w}) Xw)
weQ)

Démonstration C’est une utilisation du transfert, mais un peu astucieuse :
il suffit de remarquer que l'identité Idg est une variable aléatoire discréte
sur Q. Et X une application définie sur Q2. On applique ce qui précéde en
remplacant X par Idg et f par X.

Remarque On retrouve en particulier la définition de I'espérance vue en
mpsi pour les univers finis.

Remarque Soit X une variable discrete réelle ou complexe sur un espace
probabilisé quelconque (Q, <, P). On munit X(Q) (qui est fini ou dé-
nombrable) de la probabilité Px (la loi de X). Que peut-on dire de I'es-

pérance de 'identité (x — x)?
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I.8 Propriétés de 'espérance

Toutes les variables aléatoires dont il est question dans ce paragraphe sont dis-
cretes, réelles ou complexes, définies sur le méme espace probabilisé (2, <7, P).
Si on sait que I'espérance est une intégrale (au sens de la théorie de Lebesgue,
celle de Riemann est ici inadaptée), les propriétés qui suivent doivent sembler
assez naturelles.

a. Critere d’espérance finie

Proposition Si|X|< Y etsiY est d’espérance finie, alors X est d’espérance
finie, et
|IE(X)| = E(Y)

Autrement dit, si | X| < Y etsi Y € L', alors X € L.

b. Linéarité de 'espérance

Proposition Si X et Y sont d’espérance finie, siA € K, K=RouC, AX+Y
est d’espérance finie, et

E(AX+Y)=AE(X)+E(Y)

Autrement dit, I’ensemble des variables aléatoires réelles ou complexes
discretes d’espérance finie sur (Q, </, P) est un espace vectoriel, et E est
une forme linéaire sur cet espace.

c. Positivité, croissance

Proposition Si X est positive (i.e. a valeurs réelle positives),
E(X)=0

(si X = 0 presque stirement, c’est encore vrai).

Si X <Y,siXetY étant réelles et d’espérance finie,
E(X) <E(Y)

(si X < Y presque stirement, c’est encore vrai).

Si X est d’espérance finie,

IE(X)| = E(IX])
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d. Lesvariables positives et d’espérance nulle...

...sont les variables

Lo

e. On adéjavu ce genre de propriété

Redisons-le, I'espérance est une intégrale. . .mais pas dans le cadre de la théorie
de Riemann. La théorie de l'intégration de Lebesgue permet (ce n’est pas la
seule) d’interpréter I'espérance comme une intégrale. Le savoir permet de ne

pas étre surpris par les propriétés ci-dessus.

.9 Quelques propriétés supplémentaires

On ne considere dans cette section que des variables aléatoires réelles ou com-
plexes discretes sur un espace probabilisé.

a. Variables aléatoires p.s. constantes
Si X = a presque stirement, X est d’espérance finie, et
E(X) =

b. Complément a la positivité

Si X =0 (X réelle), et si X est d’espérance nulle, alors

c. Variables aléatoires bornées

Si a < X < b (X réelle) est presque str, alors X est d’espérance finie.

I.10 Fonctions indicatrices

Si A est un événement, 1 4 est d’espérance finie, et

E(14) =

espérance 6



espérance(P4)

I.11 Espérance d’une loi binomiale

« La» bonne idée est de calculer cette espérance en disant que 1’espérance
d'une somme de v.a. est la somme des espérances. Or, si X suit une loi de Ber-
noulli A(p),

E(X) =

Dong, si X, ..., X, suivent toutes des lois (p),
EXi+--+Xp)=EX))+---+EX,)=np

Finalement,

Proposition L'espérance d'une loi binomiale %(n, p) est np.

Remarque : faire les calculs directement est un intéressant exercice de somma-

tion. On considére donc une variable aléatoire X qui suit une loi #(n, p) :

_x [ 7] ok n—k
E(X)_Zk(k)p (1-p)

:nz—( )p 1-p*

s n\k

:nZ(z )p 1-p)™
k=1

I
—

S

=np(p+1-p)"!
= np

(avec une réindexation j = k—1).

Insistons : ce n’est vraiment pas la bonne méthode. Mais la sommation effec-
tuée est intéressante. La bonne méthode, c’est dire que

E(Xy+---+ X)) =E(X;)+---+E(X},)
ol les X; suivent une loi 98(p) (ici, 'indépendance ne sert pas).
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I.12 Espérance d’'une loi uniforme sur un ensemble fini

Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q2, </, P). On suppose

que X suit une loi uniforme sur {ay,...,a,} ou les a; sont des réels distincts.
Alors

E(X) =
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I Moments

II.1 Définition

Définition Soit X une variable aléatoire réelle discrete sur (Q,.<7, P). Soit

p =1 (préel). On dit que X admet un moment d’ordre p lorsque
E(IX17) < +o00

Le moment d’ordre p de X est alors E (XP)

Rappelons qu’admettre un moment d’ordre 1, c’est avoir une espérance finie.

1.2 Moments d’ordre 2

Une variable aléatoire discréte X admet un moment d’ordre 2 (et on note X €
L?) lorsque
E(1X|?) < +o0

(on peut bien str oublier la valeur absolue. Mais si le programme se limite aux
variables réelles, un énoncé peut en revanche tres bien s’intéresser a des va-
riables aléatoires complexes, et alors il ne faudrait pas omettre le module).

I1.3 Moments d’ordres 1 et 2

Proposition Si une variable aléatoire (réelle discrete) admet un moment

d’ordre 2, elle est d’espérance finie.

On peut résumer en L? < L',

Autrement dit, il est plus facile d’avoir un moment d’ordre 1 qu'un moment
d’ordre 2. D’'une maniere générale, il es plus facile d’avoir un moment d’ordre
r qu'un moment d’ordre r’ si r <r’.

Pour la proposition, deux démonstrations, a connaitre toutes les deux!
Démonstration 1 : Cauchy-Schwarz...voir paragraphe suivant.

Démonstration 2 : Simple mais légerement astucieuse et I'idée est intéres-

sante...On commence par constater simplement que, pour tout w € Q,
IX(w)] < X?(w) ou |Xw)|=<1
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ce qui permet la majoration

| X(w)| =

II.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition Sideuxvariables aléatoires réelles discretes X et Y sur (QQ, </, P)

ont des moments d’ordre 2, leur produit est d’espérance finie, et
(E(XY)? <EXHEY?

ou encore

IE(XY)| < VE(X?) VE(Y?)

...ce qui précise le résultat du paragraphe précédent : en prenant Y = 1, on
obtient
(E(X))* <E(X?)

Démonstration Classique, rappelons que I'espérance est une intégrale. Ce

gu’on ne peut pas utiliser, mais ce qui rend les résultats plus évidents.

Notations Le début peut se résumer en :
Si X et Y sont dans L? alors XY € L.

IL.5 Deux espaces vectoriels

L! et L2 sont deux espaces vectoriels (résultat trés mal écrit, mais prenons-le

comme un slogan). Le second est un sous-espace du premier.
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II.6 Variance et écart-type

Ce sont des notions « euclidiennes », voir exercice; cet aspect n’est pas expli-
citement au programme, car I'application (X, Y) — E(XY) n’est pas tout-a-fait
un produit scalaire sur £*(Q, </, P) : elle n’est « que » bilinéaire symétrique po-
sitive. Pour obtenir un vrai produit scalaire, il faut considérer I'ensemble quo-
tient de £%(Q, o/, P) par la relation d’égalité presque stre, qui est une relation

d’équivalence. L'ensemble quotient est en général noté 12(Q, oA, P)
a. Définition
Soit X une variable aléatoire réelle discrete admettant un moment d’ordre 2.
On peut alors définir sa variance :

V(X) =E[(X —E(X))?|
et son écart type :

g(X)=vVX)

b. Formules

Soit X une variable aléatoire réelle discrete admettant un moment d’ordre 2.
Plus bref: soit X € L2.On a

VX)= ) P(X=x(x-EX)
xeX(Q)

Et
V(X) = E(X*) - (E(X))°

I1.7 Homogénéité, invariance par translation

Proposition Soit X une variable aléatoire réelle discrete, admettant un mo-
ment d’ordre 2. Alors, pour tous réels a et b,

V(aX + b) = a®V(X)

gaX+b)=|al o(X)
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Définition On dit qu'une variable aléatoire est réduite lorsque sa variance

(ou son écart type) est égal a 1.

Proposition Si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre

2,sim=E(X),sioc=0(X),
X-m

o

est centrée réduite.

I1.8 Un exercice d’oral

Exercice : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [a, b], a < b. Montrer que

v <8 @)’

Trouver un cas dans lequel cette inégalité est une égalité.

II.9 Remarque sur la notation de 'espérance

La majuscule du E de I'’espérance n’est pas agréable dans les calculs : on a inté-
rét a réserver les majuscules pour les variables aléatoires, les minuscules pour
les nombres réels. Noter m = E(X) si X est une variable aléatoire n’est donc pas
une mauvaise idée. On constate que

E(X-m)=EX)-m=0

est plus facile a écrire (et a lire) que E(X —E(X)) =E(X) -E(X) =0

De méme, il est plus agréable, pour la formule de calcul de la variance, de cal-
culer

E((X-m)?)

que E((X —E(X))?)

II.10 Exemple: variance d’une loi géométrique

Proposition Si X ~%(p), alors
V(X) =

o(X)=

et la variable aléatoire est centrée réduite.
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IIT Covariance

III.1 Définition, formule

Définition Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes réelles admet-

tant des moments d’ordre 2, on définit leur covariance :
Cov(X,Y) =E((X -EX)(Y -E(Y)))
Remarque
Cov(X,Y) =Cov(Y, X)
Cov(X,X) =

Formule
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

III.2 Couple de variables aléatoires

Proposition (variance d’'une somme) Soit X, Y deuxvariables aléatoires dis-

cretes réelles admettant des moments d’ordre 2. Alors
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

Proposition (espérance d’'un produit de variables indépendantes) Soit X,
Y deux variables aléatoires indépendantes admettant une espérance fi-
nie. Alors XY a une espérance finie, et

E(XY)=E(X) E(Y)

Cette propriété, tres importante, s’étend a un nombre fini quelconque
de variables aléatoires indépendantes.

On voit donc que si X et Y sont dans L! etindépendantes, alors XY € L!.
En revanche, si X et Y ne sont pas indépendantes, I’appartenance de X
et Y a L! ne suffit pas pour assurer que XY € L'. Il faut supposer X et Y
dans I2.
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Démonstration Comme pour ladémonstration del’espérance d'une somme,
on utilise le théoreme de transfert, appliqué a la variable aléatoire dis-
crete (mais pas réelle) Z = (X,Y), et al'application f : (x,y) — xy défi-
nie sur R x R qui est bien, elle, a valeurs réelles : XY = f(Z) est d’espé-

rance finie si et seulement si la famille

(xyP ((X; Y)=(x y)))(x,y)EZ(Q)

est sommable. Ce qui équivaut a dire que

(xyP (X, V) = (x, y)))(x,y)EX(Q)xY(Q)

Lest (si (x,y) € Z(Q), P((X,Y) =(x,))) = 0, on rajoute donc éventuel-
lement des termes nuls, ce qui ne change ni la sommabilité, ni, le cas
échéant, la somme). Mais, par indépendance de X et Y, la famille

(xyP (X, Y) = (%, 1)) 1 yyexyx v €St une famille produit :

Y, eX@QxY(Q  xyP((X,Y)=(x)=xPX=x)(yP(Y =y))

ce qui donne directement le résultat (dans le chapitre sur la sommabi-
lité, ce résultat sur les familles produits est donné, dans le cadre du pro-
gramme, pour des suites doubles. Mais une famille double («; ) (G )elx )
ou I et J sont dénombrables, peut étre réindexée en suite double puis-

qu'’il existe des bijections de N sur I et de N sur J).

Proposition (covariance de variables indépendantes) Soit X, Y deuxvariables

aléatoires indépendantes admettant des moments d’ordre 2. Alors
Cov(X,Y)=0

V(X +Y)=V(X)+V(Y)

La réciproque est fausse On peut lire un contre-exemple sur le tableau sui-
vant :

Y| -1 0 1
-1 0 /4| 0
0 1/4 | 0 1/4
0 [1/4] 0
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Ou, de maniere constructive, considérer deux variables aléatoires U et V
de méme loi, et définir X =U+VetY=U-V.OnaY et XY = U?-V?
centrées, donc Cov(X,Y) = 0. Or rien n'oblige X et Y a étre indépen-
dantes. Par exemple, si U et V sont les résultats de deux lancers de dés

indépendants. ..
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II1.3 Famille finie de variables aléatoires

Proposition Si Xj,..., X;, admettent des moments d’ordre 2, alors

VXi+ X+ + Xp) =

4

VX)) +2 ) Cov(X;, X))

p
=1 1<i<j<n

Proposition Si Xj,..., X}, admettent des moments d’ordre 2 et sont deux a
deux indépendantes, alors

\Y%
i=1

14 14
in) =) V(X))
i=1 j

On observera d’ailleurs qu'’il suffit que les X; soient « décorrélées », 'indépen-

dance n’est pas nécessaire.

III.4 Variance d’une loi binomiale
a. Labonne méthode

On commence par le calcul de la variance d'une loi de Bernoulli, puis on utilise
le résultat précédent.
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b. Lamauvaise méthode

Si X suit une loi 2(n, p), par théoréme de transfert, on a:

k=0

nog
=nY k;(’;)pk(l—p)"_k

—n(n—l)ik_l Npka-pr* 4 n

- Zn-1lk-1)P V7P P
n-2 -2 . .

=nn-1) (n , )p1+2(1—p)”_2_] + np
j=o\ J

= n(n—l)p2+np

Ce calcul est une sommation intéressante, mais ce n’est pas la bonne méthode

pour obtenir le résultat.
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IV Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

IV.1 Inégalité de Markov

Proposition (Inégalité de Markov)
Soit X une variable aléatoire réelle discréte définie sur un espace pro-
babilisé (Q2, <7, P), et d’espérance finie. Alors, pour tout réel strictement
positif a,

P(X|za) < Y,

Cette inégalité majore la probabilité pour une variable aléatoire de prendre de

grandes valeurs (en valeur absolue).

Corollaire Soit X une variable aléatoire réelle discrete définie sur un espace
probabilisé (Q2, <7, P). Soit k € [1, +oo] tel que X ait un moment d’ordre k.

Alors, pour tout réel strictement positif a,

E(1X|%)
ak

P(|X|=za) =

Démonstration de 'inégalité de Markov : premiére rédaction
Notons Y = | X|, et rappelons que

EY)= ) PY=yy
yeY (Q)

Notons A={ye Y(Q); y=a}. Alors

EY)=) P(Y=y)y
yeA

>a) P(Y=y)
yeEA

Mais, par o -additivité,

Y P(Y=y)=P(YeA)=P(Y=a)
YEA
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Démonstration de I'inégalité de Markov : deuxieme rédaction

Par théoreme de transfert,

E(X)= ) PX=x)lx|
xeX(Q)

Notons A={xe€ X(Q); |x| = a}. Alors

E(XD = ) P(X=x)x|

XEA

>a) P(X=x)

XEA

Mais, par o-additivité,

ZP(X:x):P(XEA):P(IXIEa)

XeA

Démonstration de I'inégalité de Markov : troisiéme rédaction

Par linéarité de I'’espérance,

E(IX) =E(I1XI1xj2a) + E(1XI1|x<q)
>E(1XI1x24)
>E(al|xj=a)
= aE(1xj>a)
=aP(|X|=a)

Cette rédaction est a tous points de vue beaucoup plus intéressante que les
deux premieres : pas besoin de la discrétion des variables, ce type de découpage
est parfois tres efficace.
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IV.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Proposition (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X une variable aléatoire réelle discrete définie sur un espace pro-
babilisé (Q2, &/, P), admettant un moment d’ordre 2. Alors, pour tout réel
strictement positif a,

V(X)

PIX-EX)|za) = —;
a

Démonstration On applique le corollaire de 'inégalité de Markov, avec k =2, a
la variable aléatoire X — E(X).

IV.3 Deux exercices
a. Un classique incontournable (Chernov)

Exercice : Soit X une variable aléatoire réelle, telle que, pour tout A > 0,
E (e’lX ) < 400. Soit a € R. Montrer

Vi>0 P(X=za)<e "E(e™)

b. Une inégalité élégante mais...

...pas évidente (oral X).

Exercice : Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2.
Montrer, si A € R}, que P(X = E(X)+ 1) <
(Inégalité de Tchebychev-Cantelli.)

V(X)+ A2

V Loi faible des grands nombres

Proposition Soit (X,),en une suite de variables aléatoires discretes réelles
deux a deux indépendantes sur un méme espace probabilisé. On sup-
pose que les X, sont toutes de méme loi, et admettent un moment d’ordre
2.0nnote m=E(Xj)et,sin=1,

Sn:X1+X2+...+Xn

espérance 20



espérance(P4)

Alors, pour tout € > 0,

n
—-m

n n—+oo

P

L
Démonstration Appliquons I'inégalité de Tchebychev. Notons

y =22

Alors

et on conclut assez rapidement.
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VI Annexe: démonstration des propriétés de I'espé-

rance

Ces preuves sont sans importance pour les concours.

Démonstration d théoreme de transfert Notons Y = f(X) = f o X. Et com-
mencons par nous occuper de la premiere proposition :
« f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille
(P(X = %) f(X)) e x) est sommable»

Par définition, Y est d’espérance finie si et seulementsila famille (P(Y = ) y) Y@
est sommable. Par définition encore, Y est d’espérance finie si et seule-
ment sila famille (P(Y =) yl) yeY (@) est sommable.
Rappelons que X (Q) est fini ou dénombrable, et que par conséquent
Y(Q) = f(X(Q)) 'est (vuen L3.).
On a Y(Q) = f(X(€)). Il est donc naturel de partitionner X(Q2) en clas-
sant ses éléments suivant leur image par f. On définit donc, pour tout
yeY(Q),

L=f'{yh={xeX(Q); f(x) =y}
Lévenement (Y = y) est I'événement (f(X) = y), qui peut donc s'écrire
(X € f7'({y}), ou encore (X € I,). Par additivité ou o-additivité (suivant
si Ij. est fini ou non),

PXel)=) PX=x

xely,
(la sommabilité de la famille au second membre est automatique, par

o-additivité de la probabilité P). C’est-a-dire

PY=y)=) PX=x

xel,

Multiplions par |y|, en remarquant que f(x) = y pour tout x € Iy, :

lyIP(Y=y)= ) |IfWIPX=x)

xely

Comme X(Q) est la réunion disjointe des I, c’est-a-dire

X= U I, et y#y=Lnly=9¢
yeY (Q)
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le théoreme de sommabilité par paquets dit que la famille (|y| P(Y = y)) eV (@)
est sommable si et seulement sila famille (I fXIP(X = x)) X Q) I'est. On
obtient donc la premiére proposition.

Pour la deuxiéme proposition, le travail est presque fait : la sommabilité

de la famille (P(X = x) f(x)) rex(q Permet de faire une sommation par
paquets en utilisant la partition (I J’)y v Q)
(on note toujours Y = f(X) = fo X):

Y PX=x)fx)= ) (ZP(X:x)f(x))

x€X(Q) yeY(Q) \xely,

3 (yZP(X=x>)

yeY( Q\ xel,

= Z yP(Y =)
yeY (Q)

= E(Y)
=E(f(X)

Démonstration du critere d’espérance finie On peut noter X(Q) ={x;; i €
It (I fini ou dénombrable) et Y (Q) = {y;; j € J} (J fini ou dénombrable).
La famille (y; P(Y =y j))j ¢; est sommable (et c’est une famille de réels
positifs, car les y; sont réels positifs). Le théoreme des probabilités to-

tales dit que, pour tout j,

ViPY=y)=) yj PX=x,Y =y))

iel

et donc, par théoreme de sommabilité par paquets, la famille

(yj P(X=x;,Y = .Vj))(i,j)EIXJ

est sommable. Or, pour tous i et j, deux cas se présentent :
— SiP(X=x;,Y =y;)=0, alors
|xi|P(X=x;,Y=y;)<yj P(X=1x;,Y =y;) (eneffet, 0<0...).
— SiP(X=x;,Y =y;)>0,alors |x;| < y; (car il existe w € Q tel que
X(w)=x; et Y(w)=yj;),or I X|<Y.
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Bref, pour tous i et j, |x;|P(X = x;,Y = yi)<yj P(X=x;,Y =yj). Et

donc, par majoration, la famille

(Ixil P(X = x;,Y = yj))(i,j)e[x]

est sommable. Or, par théoreme des probabilités totales, pour tout i € I,

Y Xl P(X=x;,Y = yj) = |x;] P(X = x;)
jeJ

Donc la famille (|x;| P(X = x;));e; est sommable, ce qui signifie que X est
d’espérance finie, et

E(IXD) =) |xil P(X=x;)  (transfert)

iel
=) (|x,~| Y PX=x;,Y = y,—))
iel jeJ

=) (Z |x:|P(X = x;,Y = yj))

iel \jeJ

Utilisons alors la sommation par paquets :

E(X)= ) IxPX=x;,Y=y))
(i,j)elx]

< Y yPX=x,Y=y)
(i,j)elx]

=Y |y Y. PX=x;,Y=y)
JjeJ iel
=E(Y)

Démonstration de la linéarité On commence par remarquer que E(1X) =
AE(X) est tres simple en distinguant les cas A = 0 et A # 0. Dans ce der-
nier cas, il suffit de partir de la définition et de remarquer que, pour tout
xe X(Q), P(X=x)=P(AX = Ax).

espérance 24



espérance(P4)

Montrons maintenant que, si X et Y sont a valeurs réelles positives et
d’espérances finies, X + Y est d’espérance finie.

On applique la formule de transfert a la variable aléatoire Z = (X,Y)
(c’est bien une variable aléatoire discréte puisque X(Q) et Y (Q) étant
finis ou dénombrables, X(Q) x Y(Q) l'est, or Z(Q) c X(Q) x Y(Q)), et a
I'application f : (x,y) — x+y qui est bien a valeursréelles: X+Y = f(2)

est d’espérance finie si et seulement si la famille

((x+ y)P ((X, Y)=(x, y)))(x,y)€Z(Q)

est sommable. Ce qui équivaut a dire que

(Cc+ P (X Y) = (0 0)) @ pexaxr

Pest (si (x,y) € Z(Q), P((X,Y) = (x,y)) = 0, rajouter des termes nuls ne
change pas la sommabilité, ni d’ailleurs la somme). Mais la famille (xP(X = X)) xex()
est sommable, de somme E(X). Qui plus est, pour tout x € X(Q),
PX=x)= ) PX=xY=y)
yeY (Q)
par formule des probabilités totales. On en déduit (par paquets, en écri-

vant la partition X(Q) x Y(Q) = [J {x} x Y(Q)) que la famille
xeX(Q)
(xP((X,Y) = (%, y)))(m,)ex(ﬂ)X v () €St sommable de somme E(X).

De méme, la famille (yP ((X,Y) = (x,)))

somme E(Y).

(6y)eX(@xy(Q €St sommable de

On en déduit bien ce qu'on voulait : la famille ((x + ) P (X, Y) = (x, 1)) . yyexcyx v @
est sommable, de somme E(X) + E(Y). Ou encore, X + Y est d’espérance

finie X+ Y.

Supposons maintenant X et Y deux variables aléatoires discretes a va-
leurs réelles, non nécessairement positives. Si X et Y sont d’espérance
finie, | X| et |Y]| le sont, donc | X| + |Y| d’apres ce qui vient d’étre vu. Et
donc, comme | X + Y| < |X]|+|Y], par le critére ci-dessus, X + Y est d’es-
pérance finie. Et en sommant par paquets les familles sommables

(xP((X, V) = (x, y)))(x,y)eX(Q)xY(Q) et(yP((X, V) =(x, y)))(x,y)EX(Q)xY(Q) on
obtient de nouveau, cette fois sans hypotheése de signe,

EX+Y)=EX)+E(Y)
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Fin des démonstrations Le plus dur est fait. En effet, comme il est bien clair
que I'espérance d’une variable aléatoire positive est positive, si X < Y et
X, Y d’espérance finie, Y — X =0, donc E(Y — X) =0, et donc en utilisant
la linéarité, E(Y) = E(X).
Mais X < |X]| et —X < |X], donc si X est d’espérance finie, on a E(X) <
E(|X]) et —E(X) = E(—X) < E(|X]). Ces deux inégalités donnent

|E(X)| = E(1X])
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