S6 : Séries entieres

I Convergence des séries entieres

I.1 Définition

On appelle série entiere toute série de la forme

Z a,z"

nenN

(an) nen étant une suite de nombres complexes et z un nombre complexe (qui

va assez vite étre restreint a R).

I.2 Convergence ponctuelle; rayon de convergence
a. Lemme d’Abel

Proposition Soit zy € C. Si la suite (a,z{) =0 est bornée, alors, pour tout

ze Ctel que |z| <|zpl, la série Z anz" est absolument convergente.
n=0

Démonstration II est naturel d’écrire a,z"* (le terme général de la série que
I'on étudie) a I'aide de anz(’)" (le terme général de la suite sur laquelle on

sait quelque chose).
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b. Rayon de convergence

Proposition - Définitions

Soit Z anz" une série entiére. Il existe R € R* U {+oo} unique tel que :
n=0

e si|z| < R, la série Z anz" est absolument convergente
n=0
(ce cas ne se produit pas si R = 0)

e Si |z| > R, la série Z anz" est (trés) grossierement divergente : la suite
n=0
(a,z™) n=0 Nest pas bornée, et donc a fortiori ne converge pas vers 0.

(ce cas ne se produit pas si R = +00)

R est le rayon de convergence de la série entiere Z anz”.
n=0
D(0, R) est le disque ouvert de convergence de la série entiére Z anz".
n=0
Si R = +00, ce disque ouvert est C. Si R =0, c’est @. Sinon, c’est un « vrai »

disque.
Démonstration
Lunicité est assez simple. Pour I’existence, le lemme d’Abel suggere d’étu-
dier
X ={reR"; (a,r") >0 bornée}

Remarques sur la définition On a donc définile rayon de convergence d'une

série entiéere Z a,z" : c'est'unique R € [0, +oo[U{+oo} tel que, si |z| < R,

la série converge absolument, et si |z| > R, la suite (a,z") n’est pas bor-

2

nee.

Définition du programme
R=Sup ({reR*; (a,r")n=0 bornée})

(avec la convention habituelle que, si I'ensemble n’est pas majoré, sa

borne supérieure est +00).

Remarque Etsi|z| = R? on ne peut rien dire a priori, tout peut arriver!
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c. Méthodes de détermination pratique du rayon de convergence

Méthode 1. Critére de D’Alembert

Typiquement utilisé pour la plupart des déterminations de rayons de conver-
gence dans les énoncés d’écrit. Il faut étre bien attentif, lors de la rédaction, a
n’appliquer le critére de d’Alembert qu’a des séries a termes réels strictement

positifs.

n
. . L . <
Exemples Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres ) — et Y n*Z".
n!
Proposition Si au moins a partir d'un certain rang a, # 0, et si

|ans1l

¢ e R U {+o0}
|an| n—+oo

alors le rayon de convergence de Z anx" est R = 1/¢ (avec les conven-

tions naturelles 1/0 = +oo et 1/ + oo =0).

Cette maniére traditionnelle de formuler la régle de d’Alembert pour les séries
entiéres refait son apparition au programme aprés des décennies d’absence.

On peut 'utiliser ou non, ce n’est pas crucial.

Méthode 2. Une remarque qui résout tout
Si on a la chance de trouver un z tel que ) a,z" converge, mais non absolu-
ment, ou un z tel que la suite (a,z") soit bornée mais la série }_ a,z" diverge,

onestsirque R =
n

. o < .
Exemples Déterminer le rayon de convergence des séries ). — et Y (sinn)z".
n
Le critere de D’Alembert leur est-il applicable ?

Méthode 3. Suites bornées
Les exercices les plus délicats de détermination de rayons de convergence se
font en utilisant plutot les suites bornées et les deux considérations suivantes :

si la suite (a,z") est bornée, alors |z| R; si la suite (a,;z") est non bornée,
alors | z| R.

On utilise aussi : si la suite (a,z") converge vers 0, alors |z| R; si la suite
(anz™) ne converge pas vers 0, alors | z| R.
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Exemple : Déterminer le rayon de convergence de Y a,z" ou a, est le n-ieme
chiffre du développement décimal de v/3.

Exemple : Soit R le rayon de convergence de Y a,z". Déterminer en fonction

de R le rayon de convergence de Y. a2 z".

Il est bon de retenir qu’il n'est jamais nécessaire d’utiliser la convergence des
séries pour déterminer le rayon de convergence d'une série entiere. En revanche,

il peut s’avérer indispensable d’utiliser les suites bornées.
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d. Comparaison de rayons de convergence

Proposition On note R, et Ry, les rayons de convergence respectifs des sé-
ries entieres Y a, z" et Y. b, z". Alors,
si ap =0 (bp),

etsiay, ~ by,

On peut remarquer que a, = o(b,) est un cas particulier de a, =0 (b;,).
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II Produitde Cauchyde deux séries absolument conver-

gentes

Définition : Soit (u,) et (v,) deux suites de nombres réels ou complexes. Le
produit de Cauchy de la série )  u, et de la série )_ v, est la série ) wy,
ol, pour tout n €N,

n

Wy = Z U Up—k = Z upvq
k=0 p+tgq=n

Proposition: Si) u, et) v, sont absolument convergentes, ) w, l'est, et

% wn= (X))

Remarques: Si 'une des deux séries ) u, et ) v, seulement est absolu-
ment convergente, et si I’autre est convergente, ) w, |'est (théoreme de
Mertens, h.p.).

Si les deux séries ) u, et ) v, convergent, mais pas absolument, alors

). wy, peut diverger.

Application Si (z,z) € C?, alors

+00 Zn +00 Zln +00 (Z+Z,)n
ZZ)(25)- X

n=0 n=0

Un conseil pratique Quand on effectue le produit de Cauchy de deux sé-
ries, il est conseillé de « faire commencer ces deux séries a 0 » : Si on veut

faire le produit de Cauchy de Z U par Z Un,onpose ug=v9g=v;=0
n=1 n=2
et on fait le produit de Cauchy de ) u, par )  v,.

n=0 n=0
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III Opérations algébrique sur les séries entiéres

III.1 Somme, produit par un scalaire

Proposition
Soit Z anz" et Z b,z" de rayons de convergence respectifs R, et Ry,
> >
On r;lo_toe p le ra;(;fl de convergence de la série entiéere Z (an+bp)z".
Alors =0
p =zmin(R,, Rp)
De plus,

+00 +00 +00
VYzeD(0,min(Ry Rp)) Y (an+bp)z" =) anz"+ ) byz"
n=0 n=0 n=0

Enfin, si R, # Rp, on a: p = min(Ry,, Ry).

Proposition

Si A estun nombre complexe non nul, le rayon de convergence de Z (Aay)z"
n=0
est égal au rayon de convergence de Z apz".
n=0
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III.2 Produit de Cauchy de séries entiéres

Définition - Proposition
On consideére deux séries entieres Y a,z" et ) b,z" derayons de conver-

n=0 n=0
gence respectifs R, et Ry,.

Définition
La série entiere produit de Cauchy de ces deux séries entiéres est la série

entiere Z c,z" o1, pour tout entier naturel n,
n=0

n
cn=_ arby_
k=0

Proposition Notons R, son rayon de convergence; alors
R, =z min(R,, Rp)

et

+00 +o0o +00
Vze D(0,min(R,, Ry)) Y. cp2” = ( anz”) x (Z bnz”)
n=0 n=0 n=0
Remarque Méme si R, # R, il se peut que I'on ait R, > min(R,, Rp). Se mé-

fier d’'une confusion avec 1., donc.

Remarque Il est déconseillé de faire '’économie de ce résultat en se disant
qu’on pourra toujours appliquer le produit de Cauchy « général ».
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IV Classe d’'une somme de série entiere

Dorénavant, on considére des séries entieres de la variable réelle : on étudie la

série de fonctions
2 ®n
n
ou ¢, : x+— apx". La suite (a,),eN peut étre une suite de nombres réels ou

complexes, mais x reste réel.

IV.1 Rayon de convergence d’une série dérivée

Proposition Soit (a;),>0 une suite de nombres réels ou complexes; les sé-

ries entieres Z anz" et Z na,z" ont méme rayon de convergence.
n=0 n=0

Proposition bis Soit (a;) ;>0 une suite de nombres réels ou complexes; les

séries entieres Z anz" et Z na,z"! ont méme rayon de convergence.
n=0 n=0

Démonstration C’estun exercice intéressant sur les rayons de convergence;
le principe en est une croissance comparée : multiplier par n le coeffi-
cient de z" influe peu sur la convergence, car le terme géométrique z"

est prépondérant.

IV.2 Classe de la somme d’'une série entiere

Lemme Soit R le rayon de convergence de la série entiére ) a,x". On sup-
pose R > 0. Alors la série )" (x — a,x") converge normalement, donc uni-
formément, sur tout segment inclus dans | — R, R[.

Proposition On suppose que la série entiére Z a,x" aunrayon de conver-

n=0
gence R > 0. Alors
+00
. n
S:x— Z anpx" .
n=0

Alors S est de classe C*° sur | — R, R], et se dérive terme a terme sur cet

intervalle : pour tout k = 1, pour tout x €] — R, R[, on peut écrire :

+00 ! ~ +00(l)+_kﬂ
S®(x) = La x"k = X —a,..xP
nX::k (n—k" l)Xz:O pr e

(toutes ces séries ayant le méme rayon de convergence R).
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IV.3 Primitivation de la somme d’une série entiére

Proposition On suppose que la série entiere Z anx" aunrayon de conver-
n=0
+00

gence R > 0. Alors une primitivede S : x — Z a,x" sur]—R,R| est
n=0

(cette série entiere ayant encore pour rayon de convergence R).

IV.4 Quelques calculs

Partons d’'une série entiere simple et plutot célebre :
+00

Vxel-1,1[ ) x"=
n=0

On peut dériver ou primitiver autant qu’'on veut. Par exemple :

+ooxn
vxel-1,1[ ) —=

n=1 n

+00
Vxe]l-1,1] an”:

S
Il
=]

Et ainsi de suite...On prend vite '’habitude de «bricoler » si on n’a pas exacte-

ment la forme voulue pour les séries entieres que 1'on veut calculer :

+00
Vxel-1,1[ Y nPx" =
n=0
+00 xn
Vxel-1,1 — =
] [ n;o "

10
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Il n'y a pas que la primitivation et la dérivation : les opérations algébriques

(combinaison linéaire, produit) sont aussi bien utiles. Par exemple, définissons,

sin=1,
1 1 1
hp=1+—+—-+--+—
2 3 n
Alors le rayon de convergence de Z hyx" estr= et on calcule
n=1
+00
Vxel—rr] Y hyx" =
n=1

IV.5 Surlebord

Les résultats vus dans cette section sont énoncés sur | — R, R[, ou R est le rayon
de convergence de la série entiere. Si R = +00, c’est parfait. Sinon,en —Reten R,
tout peut arriver, on ne peut rien dire de général. Le résultat suivant n’est plus

au programme, mais comme il est simple et utile, mieux vaut le comprendre :

Proposition Sile rayon de convergence de }_ a, x" est R, si R €]0, +oo], et si
Y la,|R™ converge, alors
+00
S:x— ) apx"
n=0
est continue sur [—R, R].

Démonstration

Mais attention : si on veut dériver, il faut se replier prudemment sur | — R, R[.
Par exemple,

est continue sur [—1, 1], mais est C*° sur ] — 1, 1] seulement.

11
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V Fonctions développables en série entiere

V.1 Fonction développable en série entiére
a. Définition du programme

Soit r > 0, f une fonction a valeurs réelles ou complexes définie au moins sur
1—r,r[; ondit que f est développable en série entiére sur ] —r, r[ lorsqu’il existe

une série entiere Z anx" de rayon de convergence au moins égal a r telle que
n=0

+o0
vxel-rnrl  f(x)=) apx"
n=0

b. Autres définitions assez compréhensibles

On dit parfois que f est développable en série entiere, ou développable en série
entiere au voisinage de 0, lorsqu'il existe r > 0 tel que f soit développable en
série entieresur | —r, r|.

On dit que f est développable en série entiére au voisinage de a lorsque la fonc-
tion h — f(a+ h) est développable en série entiere au voisinage de 0, c’est a dire

lorsqu’il existe r > 0 et une série entiere Z a,x" de rayon de convergence au
n=0
moins égal a r telle que

+o0
Vxela-ra+r]  f(x)=) ap(x—a)"
=

=0

V.2 Stabilité par combinaison linéaire et produit

Proposition
Une combinaison linéaire de fonctions développables en série entiere

sur]—r,r[lest.
Proposition

Un produit de fonctions développables en série entiere sur | —r, r[ I’est.

12
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V.3 Stabilité par dérivation et primitivation

Proposition
La dérivée d'une fonction développable en série entiére sur | — r, [ I'est.
Proposition

Toute primitive d’'une fonction développable en série entiere sur | —r, r[

I'est.

V.4 Condition nécessaire; série de Taylor

Constatons d’abord que pour que f soit développable en série entiére sur

1 —r,r[, il est nécessaire qu’elle soit de classe C* sur cet intervalle.

Définition Soit f une fonction d'une variable réelle, a valeurs réelles ou
complexes, de classe C* au voisinage de 0 (i.e. de classe C*° sur au moins
un certain intervalle | -, 6[, 6 > 0). On appelle série de Taylor de f la sé-

rie entiere -
(0)
[0
n=0 n!

Proposition (condition nécessaire et unicité)

Si f est développable en série entiére sur | —r, [ (r > 0), elle est de classe
C* sur | —r,r[ et somme de sa série de Taylor sur cet intervalle (cette

série de Taylor a donc un rayon de convergence au moins égal a r).

Il y a donc unicité du développement en série entiere si il existe.

Simple mais important! « par unicité du développement en série entiére »

sera un argument fréquemment utilisé.

13
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Proposition (unicité du d.s.e.) Si
+00 +00
Vxe]l-rr]| f(x):Zanx": anx”
n=0 n=0

(on suppose r > 0, et on suppose que les rayons de convergence de cha-
cune des séries sont = r), alors

_ f(n) (0)

VneN a,=by, =
n!

Proposition bis (unicité du d.s.e.) Si
+o0 +00
Vx€lo,r]  fx) =) apx"=) byx"
n=0 n=0

(on suppose r > 0, et on suppose que les rayons de convergence de cha-
cune des séries sont = r), alors

B f(n) (0)

n!

VneN a, =b,

Cette extension de l'unicité est tres intéressante pour les séries généra-
trices, en probabiltés. Elle est nouvelle au programme. On peut rempla-
cer]0,r] par]0, |, ¢ca ne change rien.

Un exemple montrant que la condition n’est pas suffisante
xX—exp|—
p 2

prolongée par continuité en 0, est de classe C* sur R. Sa série de Taylor
a un rayon de convergence infini.

Et pourtant la fonction n’est pas développable en série entiere.

V.5 Critere de développabilité en série entiére

Proposition Soit f une fonction de classe C*® sur | —r,r[ (r > 0), a valeurs

réelles ou complexes. On note, pour tout x €] —r, 7|,

n (k) 0
R0 = -y Lk
i K

14
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Alors f est développable en série entiére sur | —r, r[ si et seulement si,

pour tout x dans | — r, [, la suite (R, (x)), . converge vers 0.

Plus qu’une « proposition », c’est une constatation. ..qui prend toute sa
valeur quand on se souvient de certains résultats :

Mode d’emploi On rappelle que

Rn(X):f =1 F Y (nde

0 n!

et surtout que
|Rn(x)| < ﬂsup|f(n+l)|
(n+ 1)' [0,x]

15
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VI Développements en séries entieres des fonctions

usuelles

Comment montrer qu'une fonction est développable en série entiere ? La réponse
est un peu analogue au probleme des développements limités : un théoreme nous
permet de trouver des développements en série entiere de fonctions usuelles (exp,
sin, cos, x — (1+ x)%...). Puis, ces développements «de base » connus, on trouve
en général les développements en série entiere par opérations. Pour les dévelop-
pements limités, le résultat permettant d’obtenir les DL de départ est le théoreme
de Taylor-Young. Pour les développements en série entiere, c’est la formule de
Taylor avec reste-intégrale ou l'inégalité de Taylor-Lagrange qui donne les DSE

dits « usuels ».

VI.1 Fonction exponentielle et associées
a. Exponentielle réelle

Proposition: La fonction x — e* (c’est-a-dire 'unique solution de I'équa-
tion différentielle y’ = y qui prend en 0 la valeur 1) est développable en

série entiere sur R, et
VxeR =) —

b. Sinus et cosinus, trigonométriques et hyperboliques

Proposition : Les fonctions sin, cos, ch, sh sont développables en série en-

tiere sur R, et

+00 x2n+1
VxeR  sinx=) (-1)'———

=0 2n+1)!

+00 x2n
VxeR cosx= )Y (-1)"

n=0 (2n)'

+0oo +00
VxeR shx=) ,  VxeR chx=)_

n=0 n=0

16



séries entiéres (S6)

c. Exponentielle complexe

Définition : On définit, pour tout z € C,

+00 N

exp(z) = n;) %
Proposition : Pour tous z et z’ dans C,
exp(z+z') = exp(z) exp(z’)
Proposition : Pour tout 0 réel,

exp(if) =cosf +1i sinf

VI.2 Fonction x — (1 + x)%

Proposition Pour tout « réel, la fonction x — (1 + x)* est développable en

série entiere sur | —1, 1].

+00 _ _
vxel-L1l (1+x)“:1+za(a D...la=n+D

n=1

n

n!

Remarque Dansle cas a € N, onretrouve le développement du binome. . .c’est-
< qs . . L. n
a-dire un dse polynomial. Dans le cas contraire, on évitera de noter

a
un coefficient qui n'a pas de signification en termes de dénombrement.

Proposition Siz€(C, |z| <1,

17
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VI.3 In(1+x), In(1-x)

S’obtiennent directement par primitivation, a partir de

1
Vxe]l-1,1[ —_— =
1-x
etde .
Vxe]l—-1,1] —_— =
1+x
On adonc
Vxel—-1,1] In(1-x) =
et

Vxel-1,1] In(1+x)=

Ce dernier développement donne la méthode la plus rapide pour retrouver la

formule
(_ 1) n+1

n

=Iln2

+00

2

n=1
VI.4 Arctan, Arcsin

Le développement en série entiére de Arctan s’obtient de la méme maniere que

les deux précédents : on sait développer la dérivée, on primitive.

On en déduit encore une belle somme de série diie a Euler :

1 1 1
l-—4+=-—=+--=

Pour le développement en série de Arcsin, c’est plus laborieux, mais c’est un
calcul qu’il faut savoir faire.

18
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VII Le théoréeme d’Abel radial

VII.1 Théoreme et remarques

Théoreme Si le rayon de convergence de Z a,z" est Re R}, etsi )y a,R"

converge, alors
+00

a,R"
0

+00
Y apx"
n=0

Démonstration hors programme, mais trés intéressante (transformation d’Abel

x—R,x<R ;=

utilisant les restes).

Remarque 1 : Si on écrit ala place de

x—R, x<R x—R, x<R
Remarque 2 : Si le rayon de convergence de Z a,z" est > R, le résultat est vrai,

, ¢cane change rien.

mais il est assez banal.
Remarque 3 : Dans le cas ou ) |a,|R" converge, la série de fonctions continues

)" (x— anx") converge normalement sur [-R, R], sa somme est donc conti-
n=0
nue en R, ce qui montre trés simplement le théoréme.

Remarque 4 : Il est intéressant d’écrirelecas R=1:

Théoreme Si} a, converge, alors

+00 +00
> ap”
n=0

ap
x—1, x<1 =0

(on remarque que I'hypothése de convergence de Y a, implique que le rayon
de convergence est = 1).

VII.2 Deux exercices

+00 (_1)n+1 +00 (_l)n T
Exercice : Montrer que Z — =In2et Z =—.
=1 —oln+1 4

Ces exemples peuvent se traiter sans le théoreme d’Abel, en utilisant la majora-

tion du reste dans le théoréme des séries alternées pour montrer par exemple
n+1 x" : 5
que Y |x— (-1)"*'=| converge uniformément sur [0, 1].
n

n=0
cos nf

Exercice : Soit 6 € R\ 27Z fixé. On rappelle que Z
n=1
transformation d’Abel. . .). Calculer la somme de cette série.

converge (se fait par

19
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VII.3 Réduction du cas généralaucas R=1

On suppose ici le cas particulier R = 1 démontré.

Soit R > 0. Supposons que Z a,R" converge. Définissant, pour tout n € N, b, =
n=0
a,R", lecas R=1donne:

ce qui s’écrit bien

+00 +00
Y apx" ——— ) a,R"
n=0 x—R,x<R ;7

VII.4 Une extension

Théoreme Si0O € Restfixé, etsi) a, (Reit)n converge, alors

+00 -
aanem
0

+00 -
Z anxnem
=0 x—R, x<R

n=

20



séries entiéres (S6)

VIII Recherche de solutions dse d'une équation dif-

férentielle

Il est parfois possible de trouver des solutions d’équations différentielles sous
forme de sommes de séries entieres. Cela concerne surtout des équations de la
forme

a(x)y' +b(x)y =c(x) ou ax)y +bXx)y +cx)y=dx)

(spécialement quand a, b, ¢, d sont des fonctions polynémes de petits degrés).

Considérons par exemple I'’équation différentielle :
(x*+2)y" +6xy +6y=0 (E)

Soit (a,) € RN telle que le rayon de convergence de la série entiere Z anx" soit

+00
supérieur ou égal a r > 0. Définissons ¢ : x — Z anx" sur]—r,r[. Alors ¢ est
n=0
solution de (E) sur ] — r, r[ si et seulement si
+00 +00 +0o0
Vxel-rr[  (x*+2) Y n(n- Da,x" % +6x Y na,x" '+6 Y anx"=0 (1)
n=2 n=1 n=0

On réécrit alors (1) en « coupant en morceaux », rentrant les puissances dans
les sommes, puis réindexant les sommes qui doivent ’étre pour obtenir une

condition équivalente a (1) de la forme

+00
Vxel-rrl ) (.)x"=0
n=ngm
qui permette d’utiliser 'unicité du développement en série entiére. Ici, on abou-
tiradonca:

Par unicité du développement en série entiére,

n+3

1)oeVneN a =———a
() n+2 2(7l+1)

n

Le calcul « formel » est alors terminé...mais méme si on a procédé par équiva-
lences, il faut faire une «réciproque » : les suites (a,) trouvées donnent-elles
bien un des séries entiéres a rayon de convergence non nul? et quel est ce

rayon de convergence ? On peut aussi se poser la question subsidiaire suivante :
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les fonctions développables en série entiere que I'on a trouvées sont-elles ex-

primables au moyen des fonctions usuelles? (par exemple, ici, pour ay = 0 et
4-2x? )

a; =0, on trouve entre autres la fonction solution x — —
2+ x°)

D’un exemple a I'autre les choses se passent parfois un peu différemment; on

peut chercher les solutions développables en série entiere de I'équation

x(x+1)y"-2y=0
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