C7 : exemples

Dire si les intégrales suivantes ont un sens. Lorsqu’il y a un parameétre,

dire pour quelles valeurs du paramétre les intégrales ont un sens.
Foo s
sint
1. / sty
o 1+t

La fonction f : ¢

sint
—_——
1+ ¢2

r0l=9. (%)

Par comparaison a ’exemple de Riemann, f est intégrable sur [1, +oo],

est continue sur [0, +oo[. De plus

donc sur [0, +o0].
1
Alltre rédacltion @) < 7

TIE e
Autre rédaction :

donc, par comparaison, comme

1
10l=s. (77)

Autre rédaction (déconseillée) :

-9 (%)

parfaitement équivalent a la premiére rédaction, vu que le O « se moque
du signe ». Mais si le correcteur sait que vous, vous faites attention au
signe, et que vous savez que l'intégrabilité de f est celle de |f|, c’est
mieux.

t
Autre rédaction : La fonction f : t +—— ﬁntz est continue sur
[0, 4+00[. De plus

1
101=s. (%)

Par comparaison a ’exemple de Riemann, f est intégrable sur [1,+oo],
donc sur [0, +o0].
Cette rédaction ne semble pas trés naturelle ici, sauf si on préfére vrai-

ment les 0 aux O.




T2 Arctant
2./ Arctant
0 t

Arctant
La fonction f : t+—— arctant est continue sur ]0, +o00[, prolongeable

par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

On a

™

ft)

donc, par comparaison a l'exemple de Riemann, f n’est pas intégrable

t—;:-oo %

sur |0, +oo[. Or f > 0, on ne peut donc pas avoir une intégrale « semi-

convergente ».

1
3. / Int dt
0

Premiére rédaction : In est continue sur |0, 1], négative. Par croissances

Int| = 1
|n|7t30 /2

donc, par comparaison a l’exemple de Riemann, In est intégrable sur

comparées,

10, 1]. (les valeurs absolues sur le In sont facultatives).
Deuxiéme rédaction : Soit x €]0, 1]. Alors
r—+00

1
/ Intdt=—-1—-ahne+2x —— —1

donc l'intégrale converge. Or la fonction In est de signe constant, donc

elle est intégrable sur |0, 1].

L /01(_1117:)@ dt (0 € R)

Méme si cela ressemble un petit peu a I’exemple précédent, c’est en fait
trés différent.

D’abord parce qu’ici on ne sait pas calculer de primitive.

Ensuite parce qu’il y a un piége : on risque de ne pas penser au probléme
en 1...0r, si a <0, il y a un probléme en 1.

La fonction f : ¢t +—— (—Int)® est continue sur |0, 1], positive.

e Etude sur |0,1/2] :

Par croissances comparées,



donc, par comparaison a l’exemple de Riemann, f est intégrable sur

10,1/2].
e Etude sur [1/2,1] :
Partant de
Int=In(1+¢t-1) ~ t—1
t—1
on obtient

Jt) ~ (1-1)°

t—1
et donc, par comparaison a I'exemple de Riemann, f est intégrable sur
[1/2,1] si et seulement si a > —1.

Conclusion : f est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si o > —1.

+o0 et

—=dt
o Vi

—t
e .t
La fonction f : ¢t — —= est continue sur |0, +-o00[, positive.

Vi
e Etude sur |0, 1] :
On a f(¢) Kool 7
intégrable sur ]0, 1].
e Etude sur [1, +o0] :

. i a 'ex i
Donc, par comparaison a ’exemple de Riemann, f est

T totoo \ 12
mann, f est intégrable sur [1, +o0].

1
On a f(t) = o <) Donc, par comparaison a l’exemple de Rie-

—+oo
. / cost dt
0

xT
/ cost dt n’a pas de limite quand x — +oo. L’intégrale n’a donc pas
0

de sens.

—+o0
. / cos(t?) dt
0

La fonction t — cos(t?) est continue sur [0, +o0].

On effectue le changement de variable t = \/u, u = t? : u > \/u est une

bijection C! de ]0, +-oc[ sur lui-méme. L’existence de I'intégrale équivaut

/+°° cosu
—— du
0 2y/u

a celle de l'intégrale



et en cas d’existence elles sont égales. Comme

cosu 1

24 w0 23/

cosu
la fonction u — ——=, positive, est intégrable sur |0, 1].
2y/u

En revanche, l'existence de I'intégrale

/+°° COoS U
du
1 2/u

demande une intégration par parties comme ’exemple standard vu dans

+oo ;
sin u
du
O U

le cours de

. /O+oo cos(Vt) dt

La fonction ¢ — cos(v/f) est continue sur [0, +oco].
On effectue le changement de variable u = Vi, t = u?. L’existence de

Iintégrale équivaut a celle de 'intégrale

400
/ 2ucosu du
0

—+oo
et en cas d’existence elles sont égales. Or, déja / cos u du ne converge
0 x
pas, alors celle-ci. . .On peut calculer par parties / u cos u du et voir qu’il
0
n’y a pas de limite en +00. Ou encore dire que l'aire sous une arche est
grande : si k > 1,

w/2+42km 7 /2+2kT

/ wcosu du > (—7r/2—|—2k;7r)/ cosu du = (4k — 1)m
—m/2+42kT —m/242km

(On a pris soin de considérer une zone de positivité du cosinus, pour

pouvoir multiplier des inégalités par cosu sans en changer le sens). Or si
x 7 /2+2kT
/ u cos u du avait une limite réelle en +oo, u cos u du tendrait
0 —m/242km
vers 0 quand k — +oo (relation de Chasles).

w/2
. / tanx dx
0

La fonction tan est continue, positive sur [0,7/2[. Plusieurs méthodes

sont tout aussi valables :



10.

11.

12.

1
e Un équivalent : tan(z) = , donc pas d’in-

 tan(1/2 — ) o2 /2 —x
tégrabilité (comparaison a une fonction de Riemann), pas plus de conver-

gence d’intégrale puisque pour une fonction positive c’est la méme chose.

X
e Un calcul de / tanz dz (avec un In) qui aboutit bien str a la méme
0
conclusion.

e un changement de variable z = Arctan(u). Méme conclusion.

LInt

——dt
o VI—1

La fonction ¢ —
On a

Int
est continue, négative sur |0, 1|. Notons-la f.
f@t) o Int

donc, par croissances comparées,

01 =0, (533)

(valeurs absolues facultatives, mais recommandées) ce qui donne l'inté-
grabilité sur ]0,1/2]. Mais aussi

ft) ~ =1t

et donc f est prolongeable par continuité & ]0, 1], pas de probléme donc
d’intégrabilité sur [1/2,1].

oo gt
A 11 (@€R)

1
T est continue positive sur |0, +oo[, continue sur
[0, 4+o00[ si & > 0 et prolongeable par continuité a [0, +oo[ si a < 0 (elle a

La fonction t —

dans ce dernier cas pour limite 0 en 0). Si a < 0, f(¥) Aot 1. Sia=0,
— 400

1 . 1 . N .
f(t) e T Sia >0, f(t) Yoo JO Par comparaison a une fonction
de Riemann, il y a intégrabilité (ou convergence de l'intégrale, ici c’est la

meéme chose) si et seulement si o > 1.

o (Inx)® )
/e e dz («a, B réels).




13.

(Inz)®
2B
fixons 7 €]1, B[. Par croissances comparées,

f@ =, 5. (1>

et donc, par comparaison & une intégrale de Riemann, f est intégrable

La fonction f : = est continue positive sur [e, +o0[. Si 8 > 1,

sur [e, +00].
Si B < 1, par croissances comparées,

—=_o (f(@)

T T—400
et donc,par comparaison & une intégrale de Riemann, f n’est pas inté-
grable sur [e, +o00].
Si 8 =1et a>0, encore non intégrabilité par le méme argument.
Si 8 =1 et a =0, non intégrabilité directe (Riemann).

Si 8 =1et a<0,on ne peut plus utiliser de comparaison (ce n’est plus

X
1 (e}
/ (nz)*
e T

car on sait trouver une primitive (on distingue le cas a = —1, la primi-

assez « fin »), on calcule

tivation se fait avec un In(Inz), sinon la primitivation se fait avec une
puissance de Inz). On trouve qu'il y a intégrabilité si et seulement si
a < —1. Bien stir on a déja rencontré ce genre de chose, c’est une inté-

grale « de Bertrand ».

/+0c vetl-ye
1 :1:

Fonction continue, positive sur [1, +oof. Il est judicieux d’obtenir un équivalent
en +oo. Pour cela, classiquement, mise en facteur dans 1 + z du terme prédo-

minant, x :

\/ﬁﬂ—xl/z«ui)”zl)

=g!/? <1+1+ 0 (1> —1)
2r  +oo \ x
1
;c—;\-‘:-oo 23;1/2

ve+1l—y/x . . - .
Donc 4 ~ , ce qui donne l'intégrabilité par comparaison
T z——+oo 2x3/2

a Pexemple de Riemann (3/2 > 1).




14.

15.

16.

17.

+o00
/ e_tQP(t) dt, P fonction polynéme
—0oQ
Fonction continue sur | — oo,4o00[. Par croissances comparées,
1
’e_tzP(t)‘ = o () d’ou l'intégrabilité.
t—+oo \ 12
+oo ;
sinv/t
/ v
0 t
Fonction continue sur |0, +00[ ; intégrabilité sur ]0, 1] assez simple grace a ’équi-
valent
sin/t 1
t t—0 \/%
et la référence & Riemann.
D’autre part, par changement de variable ¢ = wu?, uw = +/t, lintégrale
+oo ;
sinv/t
/ t\[dt a méme nature (et dans le cas de convergence, méme valeur)
1 oo
que 2 / du, intégrale notoirement semi-convergente (mais il faut savoir
1 u
le redémontrer). Convergence, donc, on peut méme dire semi-convergence. Une
astuce consistait a écrire le dénominateur v/t x v/, intégrer par parties car on
(. SInVE . . ,
salt primitiver 7, on aboutit au méme résultat.
oo dt
/0 Vsht
Fonction continue positive sur ]0, +00[, équivalente a % au voisinage de 0,
équivalente a V2e % au voisinage de +oo, donc intégrable.
/+oc dt
oo €ttt

Fonction continue positive sur | — 0o, +00], équivalente au voisinage de +00 a
t

e
e~ !, équivalente au voisinage de —oo & ok On en conclut I'intégrabilité.

tB

—+o00 « @
t+ 1) —t
18. / Ldt (a, B réels)
0

19.

Grosse discussion.

T tint
———dt éel
/0 (ESEE (cv réel)




20.

Fonction continue, de signe constant sur chacun des intervalles 0, 1] et [1, +00],
ce qui autorise & utiliser des équivalents. Au voisinage de 0, un équivalent est

t Int, il y a donc une limite réelle en 0. Donc pas de probléme. Au voisinage

Int
de +o00, un équivalent est tgl%l Si2a—1>1, on fixe 5 €]1,2a — 1], on aura

Int 1
t2o—1 _t—>(-)&-oo 8

et on conclut a l'intégrabilité. Si 2a —1 <1, on a

1 Int
t o000 \ 201

et on conclut & la non intégrabilité.

L (—Int)
/o TEnE

Similaire au 4. ; la fonction est continue positive sur ]0, 1[, par croissances com-

1
parées elle est o <) donc intégrable sur ]0,1/2]; au voisinage de 1 elle
t—0 \/i

est équivalente a (1 — t)*~?, donc intégrable sur [1/2,1[ si et seulement si
a—p>-—1.




