C7 : Intégration sur un intervalle quelconque

La spirale de Cornu, ou d’Euler, ou de Fresnel.
Jacques Bernoulli I’a étudiée (le premier), Cé-

saro I'anommée clothoide. Le paramétrage en

l’_2
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L'existence de « points limites » est liée a
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la convergence de l'intégrale généralisée
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Les fonctions dont il est question dans ce chapitre sont définies sur un inter-
valle I de R, a valeurs dans R ou C. Il ne serait pas difficile d’étendre beaucoup
de définitions et résultats aux fonctions a valeurs dans un evn de dimension

finie.

I Intégrale d’'une fonction sur [a, +o0o[

Soit a € R. On considere une fonction f définie sur [a, +ool, continue par mor-

ceaux, a valeurs dans R ou C. On peut alors définir sur [a, +oo[ la fonction

F:m—»f f)de

qui est continue sur [a, +oo.
Insistons bien : il n’y a pas de probléme en la borne gauche de 'intervalle, qui

est fermé en a.

I.1 Intégrale généralisée

+00
Définition On dit que 'intégrale « généralisée » f f est « convergente »
a

+

(o.0]
lorsque F a une limite finie en +oco. Cette limite est notée f f ou

+o00 a
f f(o) dt.
a

Autrement dit,

+00 X
f f(Hdt= lim (f f(t)dt)
a X—+00 a

lorsque cette limite existe.

Exemple

+00 +00
. o J L
Etudier la convergence des intégrales et dat
0 1+¢2 0 1+¢2
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I.2 Intégrabilité

+00

Définition Ondit que f est«intégrable» sur [a, +oo[ lorsque 'intégrale f |f1
a

+o00o
est convergente. On dit aussi que 'intégrale f f estabsolument conver-
a

gente.

I.3 Lien entre intégrabilité et existence d’'une intégrale généra-
lisée
+00
Proposition Si f estintégrable sur [a, +ool, 'intégrale f f converge. Au-
a

+00
trement dit, si 'intégrale f f est absolument convergente, elle est
a
convergente. Et on a dans ce cas:

[Tl

Démonstration : Supposons d’abord f avaleurs réelles; définissons, sur [a, +ool,

les fonctions f* et f~ par:



Intégrales s/ int. qcq (c7)

La réciproque est fausse!
+00
Il existe des fonctions f non intégrables sur [a, +oo| telles que f f converge.
a
On parle parfois d’'intégrale semi-convergente, voire méme d’intégrale impropre

semi-convergente.

Un exemple tres classique et trés important :

: yeo s ey 2 . sint
Etudions l'intégrabilité de la fonction ¢ — 5 sur [, +ool, et la convergence

*oosint
del'intégrale f — dt.

T
A bien comprendre, on retrouvera la méthode (intégration par parties) assez

souvent, parfois précédée d’'un changement de variable.
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I.4 Etude de I'intégrabilité et de I'existence d’une intégrale gé-
néralisée

Remarquons préalablement que, si f est a valeurs réelles positives, f est inté-
+00

grable sur [a, +oo[ si et seulement sil'intégrale f converge : dans ce cas, la
a
convergence et ’absolue convergence, c’est la méme chose.

Remarquons aussi que la divergence grossiere des séries n'a pas son équivalent
pour les intégrales : une fonction peut étre intégrable sur [a, +oo[ sans avoir une

limite nulle en +o0o (en revanche, bien str, si f a une limite non nulle en +oo,
+00

I'intégrale f diverge).

a

Remarquons enfin que, sib> a, Si f est continue par morceaux sur [6l, +OO[,
+00 +oo

la convergence de f équivaut a celle de f. Etl'intégrabilité de f sur
a b
[a, +oo[ équivaut a 'intégrabilité de f sur [b, +oo[ : peut importe le « point de

départ ».

a. Unexemple de référence : les intégrales de Riemann

Proposition
Soit ¢ > 0. La fonction ¢ — t* est intégrable sur [c, +oo[ si et seulement si
a<-1;
ou encore, la fonction t — tiﬁ estintégrable sur [c, +oo[ (¢ > 0) si et seule-

mentsif>1

Proposition bis
+00
Soit a > 0. L'intégrale f t* dt converge si et seulement si @ < —1;
a
+oo

ou encore, l'intégrale f 5 converge si et seulement si > 1.
c
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b. Un autre exemple de référence

Nouveau au programme, et bienvenu, car cela évite dans certains cas un retour

un peu fastidieux a la comparaison a Riemann.

Proposition Soit a € R. La fonction ¢ — e~?! est intégrable sur [a, +ool si

et seulementsi b > 0.
+00

Enoncé équivalent Soit a € R. Lintégrale f e Pldr converge si et seule-
a

mentsib>0.

c. Unlemme pour les fonctions positives

Proposition Soit f continue par morceaux sur [a, +ool, a valeurs réelles po-

sitives. Alors f est intégrable sur sur [a, +0o[ si et seulement si

DX f f(¢) dt est majorée sur [a, +ool. Et lorsque c’est le cas, on a

f f = sup (F).
[a,+ool
En cas de divergence de l'intégrale de f, et seulement si f = 0, on s’auto-

rise la notation
+00
f f =400
a

d. Etude del'intégrabilité par comparaison a une fonction intégrable

Proposition Soit f, ¢ continues par morceaux sur [a, +oo[; on suppose

flx)= O+ (p(x)). Alors, si ¢ est intégrable sur [a, +ool, f I'est.
X—+00

Cas particulier Soit f, ¢ continues par morceaux sur [a, +oo[; on suppose

flx) = ((b(x)) Alors, si ¢ est intégrable sur [a, +ool, f I'est.

Une application courante Si f est continue sur [a,+ool, si £ f (1) P 0,
—1+00

alors f estintégrable sur [a, +ool.
+oo

_42
C’est par exemple un moyen commode pour justifier la convergence de f e "dt.
0
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Autre déclinaison Soit f, ¢ continues par morceaux sur [a, +ool, ¢p; on sup-
pose 0 < |f| < ¢ au voisinage de +oo. Alors, si ¢ est intégrable sur [a, +o0,
f lest.

Mais la symétrie de la relation ~ permet de dire plus :

Proposition Soient f, ¢ continues par morceaux sur [a, +ool.
Si f(x) ~ Xx), alors
o _~_ ¢

—+

((p intégrable sur [a, +oo[) — ( f intégrable sur [a, +oo[)

On sera donc amené, pour des études d’'intégrabilité, a utiliser des équivalents,
des croissances comparées...les techniques utilisées étant similaires a celles
utilisées pour étudier la convergence des séries a termes réels positifs, ou I’ab-
solue convergence des séries.

Remarque : on notera que tous les résultats de comparaison qui viennent d’étre
vus concernent I'intégrabilité, c’est-a-dire ’absolue convergence des intégrales
étudiées. Comment fait-on donc si on cherche a montrer qu'une intégrale est
« semi-convergente »? on 1+1tilisera généralement des intégrations par parties,

sin ¢

I'exemple typique étant f Td .
0

II Intégralesur [a,bl, ]a, bl,]a, bl

II.1 Intégrale sur [a, b[, a et b réels

On suppose a, b réels, a < b. On peut alors réécrire le I. en remplacant +oo par

b, la principale différence (a bien noter!) concernant les intégrales de Riemann:
Proposition (« Riemann en un point fini »)

La fonction t — (b— t)% est intégrable sur [a, b[ si et seulementsia > —1;

ou encore, la fonction ¢ —

sif<1

1 . .
——— estintégrable sur [a, b[ si et seulement
(b—1)F
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Proposition bis

b
Lintégrale f (b— 1) dt converge si et seulement si @ > —1; ou encore,
a

. bodt : :
I'intégrale | ———— converge si et seulementsi < 1.
a (b-1)P

II.2 Intégrale sur ]a, b]

Soitae Ru{—oo}, beR, a<b.
On considere une fonction f définie sur ] a, b], continue par morceaux, a valeurs
dans R ou C.

On peut définir sur ] a, b] la fonction

b
F:x—»f f(dte

qui est continue sur |a, b].

a. Intégrale généralisée, intégrabilité
b
Définition On dit que l'intégrale « généralisée» f f est«convergente» lorsque
a

b b
F a une limite finie en a. Cette limite est notée f fou f fde.
a a

Autrement dit,

b b
f [0 dtz}l}_rg(f f(t)dt)

lorsque cette limite existe.

b
Définition On dit que f est «intégrable » sur ]a, b] lorsque I'intégrale f | f1
a

b
est convergente. On dit aussi que 'intégrale f | f| estabsolument conver-
a

gente.
b
Proposition Si f estintégrable sur ]a, b], 'intégrale f f converge, et

['s :

gentes non absolument convergentes, dites semi-convergentes.

b
< f | f]. La réciproque est fausse : il y a des intégrales conver-
a
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En revanche, si f est a valeurs réelles positives, f est intégrable sur ]a, b] si et

b
seulement si I'intégrale f f converge.
a

b. Intégrales de Riemann

Le résultat sur les intégrales de Riemann ressemble en —co a celui en +oc0, a une
différence notable pres : t* n’est pas défini sur R, pour n'importe quel réel a.

Voila pourquoi on suppose ci-dessous les exposants entiers :

Proposition Soit b < 0. La fonction ¢ — t% (a € Z) est intégrable sur | — oo, b]
1
si et seulement si @ < —1; ou encore, la fonction ¢ — ﬁ (B €Z) est inté-

grable sur ] — oo, b] (b <0) si et seulementsi > 1
b

Proposition Soit b < 0. Lintégrale f t* dt (a € Z) converge si et seule-
—00
. . bodr .
mentsi a < —1; ou encore, 'intégrale t_ﬁ (B € Z) converge si et seule-
—00

mentsi §> 1.

Enrevanche, les intégrales de Riemann en un point réel, c’est toujours la méme

chose : on suppose dans les deux propositions suivantes que a < b, a et b réels.

Proposition La fonction ¢ — (f—a)® est intégrable sur ] a, b] si et seulement

1
sia > —1; ou encore, la fonction ¢ — —aP est intégrable sur ] a, b] si et
-a

seulementsi f <1

b
Proposition bis Lintégrale f (t—a)* dt converge si et seulement si a >
a

b

—1; ou encore, I'intégrale f

converge si et seulement si § < 1.
a (t—a)f

D’une maniere générale, pour les intégrales de Riemann, si on se souvient de la
Ldt oo dt
convergence (absolue, d’ailleurs) de f 7 etde f T2 on risque peu de se
0 r 1

tromper.
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C.

Un lemme pour les fonctions positives

Proposition Soit f continue par morceaux sur | a, b], a valeurs réelles posi-

tives. Alors f est intégrable sur sur ] a, b] si et seulement si

b
F : x-—»f f (1) dt est majorée sur ]a, b]
X

Etude de I'intégrabilité par comparaison

Proposition Soit f, ¢ continues par morceaux sur | a, b] ; on suppose

fx) :an (c/)(x)). Alors, si ¢ est intégrable sur |a, b], f I'est.

Cas particuliers Soit f, ¢ continues par morceaux, ¢; si
flx) = xoa(cp(x)), ousi 0 < |f(x)| < ¢(x) au voisinage de a, et si ¢ est

intégrable sur ] a, b], f l'est.

Proposition Soient f, ¢ continues par morceaux sur ]a, b]. Si

f(x) i ¢(x), alors ¢ est intégrable sur ] a, b] si et seulement si f I'est.

10
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II.3 Intégrale sur |a, b[

Définition Soit f continue par morceaux sur |a, b[ (a € RU{-o0}, b € RU
{+o0}, a < b). Soit c €]a, b[ (c réel, nécessairement). On dit que 'intégrale

b c b
f f converge lorsque les deux intégrales f fet f f convergent. Et on
a a Cc

b c b
[refrfs
a a C
(on vérifie bien str que cette définition ne dépend pas de c).

b

On dit que f estintégrable sur]a, b[, ou que f f estabsolument conver-
a

définit alors

b
gente, lorsque f | f] converge. Toute intégrale absolument convergente
a

est convergente.

11
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III Etude et rédaction de I'existence d’une intégrale

On consideére le probléeme suivant : étudier I'intégrabilité de f sur I. Ou, ce qui

b
n’est pas la méme chose, étudier |'existence de f f.
a

a. Position du probléeme

« Si I est un segment, il n'y a pas de probleme.

e Il n'y a guere de probléme non plus lorsque I est un intervalle borné sur le-
quel f est bornée, ce qui recouvre entre autres le cas ou f se prolonge en une
fonction continue par morceaux a tout le segment I.

En effet, une fonction constante est intégrable sur un intervalle borné. Par com-
paraison, une fonction bornée est intégrable sur un intervalle borné.

Ainsi, x — I_C%, x — sin®(1/x) sont intégrables sur ]0,1]. On dira simple-
ment « f, continue par morceaux et bornée sur l'intervalle I borné, est inté-
grable sur I ».

« Si I est un intervalle ouvert ] a, b[ (a réel ou —oo, b réel ou +00), on étudie sépa-

c b
rément I'existence de f fet f f (on «coupe le probléme en deux»). On choi-
[

a
sit c comme on veut dans ]a, b[. On ramene ainsi tous les cas a un probleme de

convergence d'une intégrale (ou d’intégrabilité) sur un intervalle semi-ouvert.

b. Fonctions positives

Si la fonction considérée est positive, la convergence de l'intégrale de f équi-

vaut a I'intégrabilité de f. La rédaction commencera par

«la fonction f : x — ... est continue par morceaux (ou

continue), positive, sur 'intervalle - - - »

Il estimportant de bien préciser I'intervalle. Si celui-ci est ouvert (]a, b[), on fera
en général deux études, en présentant les choses de la maniére suivante :
Soit c un élément de | a, b[ (on peut fixer c si on veut. Par exemple, si

la, b[=]0, +oo[, on peut fixer c = 1. Cela n'a pas d’influence sur le raisonnement.)

12
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 Etude de l'intégrabilité sur [c, b[ (...)
Le programme autorise une variété de formulations : « étude de l'intégrabilité
en b », « étude de la convergence en b de l'intégrale ». ..
 Etude de I'intégrabilité sur ] a, c] (...)
+00

Exemple : Etudier I'existence de f et dt
0

c. Fonctions non positives

...ni négatives.
Ici, sauf précision de '’énoncé, deux questions différentes peuvent se poser :

la convergence de f f etl'intégrabilité de f sur I (ou absolue convergence de
I

f f).Ons’orientera plus souvent vers la deuxieme question : la semi-convergence
I
n’est pas un objectif du programme.

+00

Exemple : Etudier I'existence de f e 'sin(xt) dt (x€R).
0

Mauvaise rédaction :

y
sf eldt<1
0

donc l'intégrale est absolument convergente.

y
f e lsin(xt) dt
0

Bonne rédaction :

13
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IV Propriétés de I'intégrale

IV.1 Linéarité

Proposition Si I est un intervalle quelconque de R, si f et g sont continues
par morceaux sur I, si f f et [; g sont convergentes, si A et u sont dans
I
K, alors f (Af + ug) converge.
I

Proposition Si I est un intervalle quelconque de R, si f et g sont continues
par morceaux intégrables sur I, si A et y sont dans K, alors A f + ug est

intégrable sur I.

Proposition Sous chacune des hypothéses précédentes,

[arcup=a[rufe

Reformulation L'ensemble desfonctions continues par morceaux dont!’in-
tégrale sur I converge est un espace vectoriel qui n’a pas de nom;
I'ensemble des fonctions intégrables sur I est un espace vectoriel (sous-
espace vectoriel du précédent). Il est noté LY(I,K).

On peut d’ailleurs dire que I'application f — f] f estune forme linéaire

sur chacun de ces espaces vectoriels.

IV.2 Positivité

Proposition Si f est continue par morceaux positive sur I, si f f converge
I

(ce qui équivaut, par positivité, a dire «si f est intégrable sur I »), alors

ﬁfzo

Proposition Si f est continue positive sur I, si f f converge (i.e. si f est
I
intégrable sur ), et si ff =0, alors f = 0 sur I.
I

Ce dernier résultat est faux si f n’est que continue par morceaux

14
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IV.3 Relation de Chasles; intégrale fonction d'une borne

Les définitions données précédemment de

b
[N
a
supposent a < b. Etendre ces définitions aux cas a = b et a > b ne pose pas de

difficulté. Il faut bien str étre attentif au fait que la positivité de I'intégrale peut

se transformer en négativité. On obtient alors la relation de Chasles :

b c c

Si, parmi les intégrales [ f() dt, f f(r) dt et f f(t) dt, deux convergent
a a b

(a fortiori si f est intégrable sur deux des trois intervalles ]a, b|, ]1a,cl, 1b, cl), la

troisieme converge, et
c b c
f fode = f f) + f f)dte
a a b

X Qi +00

(. sint dt ok e

Peut-on dériver R Y comme on a dérivé jusqu’ici des intégrales
0 X

fonctions de leur borne supérieure, mais sur des segments? la réponse est oui,

assez simplement. Par exemple :

+00
Proposition Si f est continue sur [a, +oo|, si f f(¢) dt converge, alors
a

+00
X — f f (1) dt est de classe C! sur [a, +oo], et
X

% (fxmf(t)dt) - f0)

On peut bien str écrire des résultats analogues pour des intégrales qui posent
probleme ailleurs qu’en +oo.

Démonstration 1

+00 +00 X
f f(t)dt:f f(t)dt—f f(o) drt

Démonstration 2 Soit F une primitive de f sur [a, +ool...Cette derniére ma-

niere de voir les choses est a retenir

15
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V Changement de variable, intégration par parties

V.1 Changement de variable

Proposition Soit ¢ : ]a, f[—]a, b[ une bijection de classe C! (a, 8, a, b dans
R U {£o0}). On a alors ¢ strictement monotone. Supposons

b B
lim¢ = a, li[gnc/) = b. Alorsles intégralesf f(o dtetf flopw) ¢'(w) du
a a

ont méme nature. Et en cas de convergence, elles sont égales.

Remarque 1 On ne suppose ni a < b ni a < 3 : cela obligerait a énoncer le

résultat de maniere différente suivant que ¢ croit ou décroit.

Remarque 2 Si on n’est pas dans le cas li£n¢ =aq, lilrsn(/) = b, on est dans le
cas lign(p =Db, h/r;n(P = a : ’hypothése porte donc seulement sur les nota-

tions.

Remarque 3 « ont méme nature » est trés précis : cela signifie que si I'une
des deux intégrales est absolument convergente, I’autre aussi. Et que si

I'une des deux intégrales est semi-convergente, I’autre aussi.

Reégle d’utilisation Le programme donne le droit d’appliquer ce résultat sans
justification dans les cas usuels. Il n’est pas certain que ce soit trés pru-
dent...surtout quand on voit ce que cofite (voir ci-dessous) la rédaction
détaillée d'un changement de variable. Néanmoins, les changements de
variables t = u+a ou t = b— u peuvent étre faits sans autre rédaction que

« changement de variable : ».

Rédaction « Changement de variable: t = ¢(u). ¢:... — ... est une bijec-
tion de classe C'.»
Lexpression de la réciproque : « Changement de variable : t = ¢(u), u =
w(t). ¢: ... — ... est une bijection de classe C'.» est facultative mais
recommandée. Contrairement au cas d'un segment, on impose ici la bi-

jectivité du changement de variable.

16
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+00 +00 e—t

2 e
e’ dtetl'inté ralef —dt.
8 oVt
dr

+00
Exemple 2 Exprimer, si n € N, 'expression de f ——— al’aide des inté-
o A+

Exemple 1 Trouver un lien entrel'intégrale f
0

/2

grales de Wallis f sinf r dt.
0

Démonstration du résultat sur le changement de variable :
Sans importance. ..
Supposons ¢ strictement croissante, a < 8, a < b, litrxngb =a, lilrin(/) =b.a, B, aet bne
sont pas nécessairement des réels, a et/ou a peuvent étre —oo, b et/ou f peuvent étre
+00.
Si @ < ¢ < y < B on peut écrire (changement de variable ¢ = ¢(u) sur un segment)
o) y
f( dt:f f(pw) ¢'(w) du
P(c) c
Les phrases écrites successivement ci-dessous sont donc équivalentes :

b
Lintégrale f f(t) dt converge.
¢(c)

z
f(t) dt a une limite quand z — b.
¢(c)
o)
f (1) dt a une limite quand y — .
P(c)

y
f f(¢pw) ¢'(w) du a une limite quand y — B.

B
Lintégrale [ f(pw) ¢'(w) du converge.

c

b B
Et si ces phrases sont vraies, on a f)de= f f(pw) ¢'(w) du. On montre exac-
¢(c) c
¢(c) c
tement de méme que l'intégrale f(£) dt converge si et seulement si f f(pw) ¢'(w) du
a a
converge, et le cas échéant les deux intégrales sont égales.

b
En rassemblant ces deux résultats, on obtient que f f(t) dt converge si et seulement
a

B
si f f (o) ¢'(w) du converge, et le cas échéant les deux intégrales sont égales.
a
Appliquant ce résultat a |f], on obtient que f est intégrable sur ]a, b[ (ce qui signifie

b B
que f |f(£)| dt converge) si et seulement si f |f1(¢pw) ¢'(w) du converge, ce qui
a a

B
équivaut (vu que ¢’ = 0) au fait que f | f(pw) ¢’ (u)| du converge, donc au fait que
a
(f o) ¢ estintégrable sur |a, BI.

17



Intégrales s/ int. qcq (c7)

V.2 Intégration par parties

C’est plus délicat. Par exemple,

t®gint
[
0 t

n'est pas acceptable. On peut, en modifiant légerement ce calcul, le rendre

—COoSt
A

+00o +00
COSt

_f _Zdt
0 0 L

néanmoins exact, et en déduire la surprenante relation

tOgint +00 (gin )2
f SN = f (_) dt
0 t 0 t

(ce qui est encore plus surprenant, c’est que 'on a également
Jio sinn
n=1 N

Le programme fait néanmoins remarquer

+00

Z sin®n )
= 5 .
n=1 n

Proposition Si fg adeslimites finies en a et en b («sile crochet existe »), les
intégrales f ’ f'get f ’ f g’ sont toutes les deux convergentes ou toutes
les deux n0161l converggntes (enrevanche, contrairement a ce qui se passe
pour le changement de variable, I'une peut étre absolument convergente
et'autre semi-convergente). Et dans le cas de convergence, on peut écrire

la formule ) )
| rwgwar=1rsls- [ rwogmar

On sera quand méme nettement plus attentif pour la rédaction d'une intégra-
tion par parties que pour la rédaction d’'un changement de variable. Il est sou-
vent préférable d’intégrer par parties « tranquillement », sur un segment, puis
de faire tendre les bornes vers les bornes de I'intervalle. Lorsque les fonctions
sont « évidemment » C!, le programme dit qu’on doit pouvoir oublier de le rap-

peler sans étre sanctionnable.

Exemple : On définit, si x > 0,
+00
I'(x) :f e tdt
0
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Trouver une relation de récurrence entre I'(n + 1) et I'(n), en déduire I'(n) pour

tout n € N.
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