Al5 : PolynOmes de matrices et

d’endomorphismes

I Polynome d’un élément d’'une algebre

On note (¢, +, x,.) une algebre sur le corps commutatif K (ou K-algebre). Cette
algebre est unitaire, on notera e son élément neutre.

Rappelons que cela signifie simplement que
(&, +,.) est un K-espace vectoriel et
(«,+, x) est un anneau, e étant I’élément neutre pour x.

Avec la propriété supplémentaire
V(x,y)ed? VAeK (Ax)xy=xxAy)=A(xxy)
Définition
+00
SiP=)Y peX¥=paX+...+p1X+po €KIX], etsiac .o/, onnote

k=0

+00

P@= Y pra*=pga®+...+ pra+poe
k=0

et on définit bien ainsi un élément de «f.
Cas particulier des polyné6mes d’endomorphismes

Ainsi, si u est un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E et si

+00

P=) Xk = paX?+ ...+ p1X+po € K[X], on définit le polynome
k=0

d’endomorphisme

+00
Pw =Y pruf=pau+...+ pru+poldg
k=0
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(on est dans I'algebre (Z£(E), +,9,.))
Cas particulier des polynémes de matrices
Et, si A est une matrice dans .4, (K) et

+00
P=Y piXF=pyX+...+ p1X+py €K[X], on définit
k=0

+00
P(A) =Y prAF =pa A+ .+ p1A+po Iy
k=0

(on est dans I'algebre (4, (K), +, x,.)).

Remarque Cette définition est d'une grande simplicité. Notons néanmoins
que si P = X? -1 et si A est une matrice, P(A) n'est pas A>—1....
Il n’est pas question ici de fonction polynéme associée : P(A) ne se note
pas P (A).

Polyndmes de polynémes
On fait la méme chose lorsque P et Q sont deux polyndémes dans K[X] :
siP=ppX"+...+ p1 X + po, on définit

P(Q) =ppQ"+...+ p1Q+po

(dans I'algebre (K[X 1, +, x, .), cette fois). Ce qui justifie la remarque habi-
tuelle « P ou P(X), c’est la méme chose ».
Remarque Dans ce dernier cas I'algebre est commutative, mais en général

elle ne I'est pas (puisqu’en pratique, les objets sont des matrices ou des

endomorphismes).
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II Sous-algebre engendrée par un endomorphisme

ou une matrice

II.1 Définition de K[a]

On note encore (&, +, x,.) une algebre sur le corps commutatif K.
Définition

Soit a € &/. On note
Kla]l ={P(a); PeK[X]} = VeCt((an)neN)

On voit facilement que K[a] est la plus petite sous-algebre de (<f, +, x,.)
contenant a. Autrement dit, c’est la sous-algebre de (<, +, x,.) engen-
drée par a.

Vocabulaire
On dit que 'endomorphisme v est un polynéme de I'’endomorphisme u
lorsque v € K[u], i.e. lorsqu'’il existe P polynome tel que v = P(u).
On dit que la matrice B est un polynome de Alorsqu'’il existe P polyndme
tel que B = P(A), i.e. lorsque B € K[A].

I1.2 Calcul dans K[a]

Proposition : Soit a un élément de «/. L'application

ba: KIX] — o
P — P

est un morphisme d’algebres, ce qui signifie que c’est a la fois

e un morphisme de ’anneau (K[X], +, x) dans ’anneau (&, +, x)

« une application linéaire de I'espace vectoriel (K[X], +,.) dans I'espace
vectoriel (&7, +,.)
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Signification dans le cas des polynomes d’endomorphismes :

Si P, Q sont des polyndmes, si u est un endomorphisme, si 1 € K:

AP+ pQ)(u) =AP(u)+ pQ(w)
(PQ)(w) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u)
l(u) :IdE

Signification dans le cas des polyn6mes de matrices :
Si P, Q sont des polyndmes, si A est une matrice, si 1 € K:
(AP + Q) (A) = AP(A) + uQ(A)

(PQ)(A) = P(A) Q(A) = Q(A) P(A)
1(A) = I,

On doit donc faire un petit peu plus attention au cas des endomorphismes, la
multiplication des polynomes se traduit par une composition, alors que pour
les matrices tout est de la multiplication, on ne voit donc pas de difficulté.

Remarque Im(¢,) = K[al, on retrouve le fait que K[a] est une sous-algebre
de /.

Remarque Lalgebre K[al, +, x,.) est commutative (contrairement a « dans

les deux cas qui nous intéressent).

Remarque
Attention aux contresens : K[a] est bien la plus petite sous-algebre de <«
contenant a.
Ce n’est pas le plus petit sous-espace vectoriel de (<, +,.) contenant a
(quiest...
Ce n’est pas le plus petit sous-anneau de (&7, +, x) contenant a (qui est

...moins évident!)
C’est la plus petite partie de A contenant a qui soit a la fois un sous-
espace vectoriel et un sous-anneau de (<7, +, x,.).
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III Polyn6mes annulateurs, polyndme minimal

III.1 Définitions

Soit (&, +, x,.) une K-algebre unitaire, a € <.
Proposition - Définition

On suppose que l'algebre «f est de dimension finie; le morphisme

bo: KIX] — o
P — Pa)

ne peut alors pas étre injectif.
Ker(¢p,) ={P; P(a) =04} est un idéal non nul de I'anneau (K[ X], +, x).
On dit que Ker(¢p,) est'idéal des polyndmes annulateurs de a.

Il existe un unique polyndéme unitaire 7, tel que

Ker(¢pq) = (74) = {72 Q; Qe K[X]}

Ce polynome est appelé polynome minimal de a.
On remarque que 7, est le polyndme unitaire de plus petit degré qui
annule a.

Eton a

Qa) =0y <= m4lQ

Cette définition générale n’est pas au programme. Sont au programme
les deux déclinaisons suivantes :
Proposition - Définition

Soitn=1, Ae M,(K). Le morphisme

P — P

n’est pas injectif.
Ker(¢p4) =1{P; P(A) = (0)} est un idéal non nul de 'anneau (K[X], +, x).
On dit que Ker(¢4) est I'idéal des polyndmes annulateurs de A.
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Il existe un unique polyndme unitaire 7 4 tel que

Ker(pa) = (ma) ={ma Q; Q€ KIX]}

Ce polynome est appelé polynome minimal de A.
On remarque que 7 4 est le polyndme unitaire de plus petit degré qui
annule A.

Etona
Q(A) =(0) <= malQ

Proposition - Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E). Le morphisme

¢u: K[X] — L(E)
P — Puw

n’est pas injectif.
Ker(¢p,) ={P; P(u) =0} est un idéal non nul de 'anneau (K[X], +, x).
On dit que Ker(¢,) est'idéal des polynémes annulateurs de u.

Il existe un unique polyndéme unitaire 7, tel que
Ker(¢,) = (my) = {7, Q; Q €KX}

Ce polynéme est appelé polynome minimal de u.
On remarque que m, est le polyndme unitaire de plus petit degré qui
annule u.
Etona
Q) =0 — m,lQ

Un endomorphisme en dimension non finie n'a pas nécessairement un poly-

ndéme minimal. Il peut en avoir un, ou ne pas en avoir.

Attention! contrairement a ce qui se passe pour les nombres algébriques, le poly-
néme minimal d’'un endomorphisme ou d'une matrice n'est pas en général irré-
ductible. Cela est AL & la non intégrité des algebres (£ (E), +,0,.) et (M (K), +, X, .).

6
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III.2 Quelques exemples

Dans ces trois premiers exemples, on donne &« et a. Déterminer le polynéme
minimal de a.

(1) o« = Z(E) (E un K-espace vectoriel), a = Aldg
(2) « = £(E) (E un K-espace vectoriel), a un projecteur. Trois polynomes mi-

nimaux sont envisageables (dont deux « rares »).

(3) « = Z(E) (E un K-espace vectoriel), a une symétrie (ou : involution vecto-
rielle). On envisage aussi trois cas.

01 0 0
00 1

@) of = MpK), a= .

0

0 1

0 0

(5) Ici, o = £ (K[X]), a : P— P'. Montrer que a n'admet pas de polynéme

minimal.
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III.3 Dimension de K[a] et degré du polyné6me minimal

Dans I’énoncé qui suit, a est un élément d'une K-algebre unitaire (¢, +, x,.) qui
en pratique est une algebre (M, (K), +, x,.) ou une algebre (L(E), +, x,.)
Théoréme
Lalgebre K[a] = {P(a) ; P € K[X]} est de dimension finie si et seulement
si a a un polyndme minimal (i.e. si et seulement si ¢p, n’est pas injectif).

Et dans ce cas
dim(K[al) = deg(r,)

Plus précisément, si d = deg(n,), (@™)o<n<q-1 est une base de Kl[a]. et
I'espace vectoriel (K[a], +,.) estisomorphe al’espace vectoriel (K;[X], +,.).

On a alors trois manieres également intéressantes d’écrire K[a] :
Klal ={P(a); PeKq-1[X]}

K(a] = Vect((a"),,)
K[a] zveCt((an)OSnSd—l)

Si ¢, estinjectif, an’a pas de polyndme minimal, et’algebre (K[al], +, ., x)
est isomorphe aI’algebre (K[X], +,., x).

Remarque Ce dernier cas (¢, injectif) ne peut pas se produire si < est de
dimension finie : si a € .4, (K), ou si a € L(E) avec dim(E) < +oo, alors a

a un polynéme minimal.

Proposition
Soit A€ M, (K). Alors d = deg(m 4) est caractérisé par :
La famille (I,,,..., A%"1) est , et la famille (I,,,..., A%) est
Soit u € L(E), E espace vectoriel de dimension finie. Alors d = deg(r,,)
est caractérisé par :
La famille (Idg, ..., u%™1) est , et la famille (Idg, ..., u%) est

Exemple : Si o = Z(E) (E un K-espace vectoriel), et si a est un projecteur,

supposé différent de O et de Idg, décrire K[a].
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IV Polynéme d’un endomorphisme, polynéme de sa

matrice

Exercice : Soit u € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie. Soit B
une base de E. Montrer

VP eK[X] Mg (P(u)) = P (Mp(w)

Exercice : Soit D = diag(d,,...,d;) € M,(K) une matrice diagonale. Soit P €
K[X]. Calculer P(D).

Un exercice d’oral : Soit u € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension
n = 1. On suppose diagonalisable. Si A € Sp(u), on note p, la projection sur

Ej(u) parallelementa €@  E,(u). Montrer que p; € K(ul.
HeSp(u)\{A}
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