Ag3 : Polyndmes

I Structure de K[X]

I.1 Résumé

Voir chapitre All : (K[X], +, ., x) est une K-algebre commutative integre.

I.2 Lespace vectoriel K[ X]

Lespace vectoriel K[X] est un espace vectoriel simple qui n’est pas de dimension
finie, on I'utilise par exemple pour montrer que I’équivalence entre surjectivité, in-
jectivité et bijectivité est fausse pour un endomorphisme en dimension quelconque.

Mais K[ X] est réunion croissante des espaces vectoriels
K [X] ={P; deg(P) < m}

qui eux sont de dimension finie (dim (K, [X]) = m + 1). Cette particularité fait que
certains résultats de dimension finie sont utilisables dans K[X] qui pourtant n’est
pas de dimension finie.

II Division euclidienne

II.1 Divisibilité, polynomes associés

Un polyn6éme A divise un polyndme B si et seulement s’il existe Q tel que
B = AQ.
On dit aussi que B est multiple de A.
Deux polynémes qui se divisent mutuellement (A divise B et B divise A) sont « as-
sociés », c’est-a-dire égaux a un coefficient multiplicatif pres : il existe un scalaire
(c’est-a-dire, un élément de K) non nul A tel que A = AB (ou encore B = (1/1)A). En
résumeé,

AlB et BIA] = [EIAEK\{O} A=AB
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I1.2 Division euclidienne

Proposition: Etantdonnés deux polyndmes A et B, B non nul, il existe un unique
couple Q, R de polynomes vérifiant

A=BQ+R et deg(R)<deg(B).

Démonstration: On fixe B, on fait une récurrence (2 hypotheése forte) sur le de-
gré de A.

Remarque : Quelques exercice posés parfois a I'oral demandent de déterminer le
reste dans une division euclidienne. En général, si on ne demande pas le quotient,

inutile de le chercher.

Exercice : Déterminer le reste de la division de X" par (X — 1)(X —2)(X — 3). Déter-
miner le reste de la division de X" par (X — 1)2(X-2).

Utilisation : On trouve ce probleme de reste de la division de X" par un polynome
dans certains exercices d’oral sur I'exponentielle de matrice, par exemple : détermi-
ner exp(A), o1 A est une matrice telle que A — A =61,.

Signalons enfin ce genre d’exercice :

Exercice : Déterminer le reste de la division de X" — nX + 1 par (X — 1)3.
Une idée : appliquer la formule de Taylor.

III Fonction polynéme, zéros d’'un polyné6me
III.1 Fonction polynéme associée

+00
La fonction polyndme associée au polynéme P = Z ar X est

k=0
l'application
pP: K — K
+00
x — Y ax*
k=0

(Rappelons qu'il n'est surtout pas question de séries ici : les sommes écrites sont
finies).
On appelle équation algébrique une équation du type f(x) = 0 ou1 f est une fonction

polynomiale.

III.2 Méthode de Horner

A connaitre. ..
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II1.3 Zéros d’'un polynome; multiplicité

Définition Les zéros (on dit aussi racines) du polynéme P sont les solutions
(éventuelles) de I'équation algébrique P(x) = 0.

Le reste de la division de P par X — a (a € K) étant ,
on obtient une caractérisation des zéros a I’aide de la divisibilité :

Proposition: a est un zéro de P si et seulement si X — a divise P.

Définition : On dit que la racine a de P est de multiplicité m losque (X — a)™
divise P et (X—a)"™*! ne divise pas P. Uneracine simple est une racine d’ordre
1, une racine double est une racine d’ordre 2, etc...

11 est commode, et on le fera parfois, de s’autoriser a dire que a est racine de mul-
tiplicité 0 de P pour signifier que a n’est pas racine de P (P(a) # 0). D’ailleurs, cela
équivaut bien a dire que (X — a)° divise P et (X — a)! ne divise pas P.

IV Idéaux

IV.1 Idéaux d’un anneau commutatif
a. Définition:

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. On appelle idéal de A toute partie I de A véri-
fiant:
1. I estun sous-groupe de (A, +)

2. Vae A Vxel axxel

On dit parfois qu'un idéal est un sous-groupe pour + absorbant pour x.

Pour un anneau non commutatif, la notion d’idéal se décline en trois versions : idéal
a gauche, idéal a droite, idéal bilatére. Nous ne nous en occupons pas, ce n'est pas
au programme.

b. Caractérisation pratique :

Une partie I d'un anneau commutatif (4, +, x) est un idéal de A si et seulement si
1. I#¢
2. Vx,pel? x-yel
3. Vae A Vxel axxel
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c. Idéal des multiples d’'un élément

Si x et y sont deux éléments de I'anneau commutatif (A, +, x), on dit que x divise y,
et on note x|y, lorsqu'il existe z € A tel que y = x x z. On dit que y est un multiple de
X.

Proposition-Définition Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Si x € A, considé-
rons 'ensemble des multiples de x : c’est Ax x ={zx x; ze€ A}. C'estun idéal

de l’anneau A. On le note souvent (a). Autrement dit,

Axx=xxA=(a)

d. Divisibilité et inclusion d’idéaux

On remarque que
xly <= yeAx << AycAx

IV.2 Idéaux de K[X]

Théoréme
Si I un idéal de K[X], il existe un unique polynéme nul ou unitaire P tel que

I=PK[X] = (P)

Théoréme trés utile. La démonstration est intéressante (on en retrouve le méca-
nisme a d’autres endroits, et on peut avoir a I’écrire pour un exercice ou un pro-
bleme). L'idée est d’utiliser la division euclidienne.

Eléments associés : Lorsque deux éléments d'un anneau se divisent mutuellement,
ils sont dits associés. Deux éléments a et b sont donc associés si et seulement si

(a) = (b) (i.e. les multiples de 'un sont les multiples de 'autre). Dans K[X], deux

polynomes A et B sont associés (i.e. (A) = (B)) si et seulement si
Etdonc, si I = (P), les polynémes Q tels que I = (Q) sontles Q = AP avec 1 #0.

V PGCD, PPCM

V.1 Définition du pged par les idéaux

Proposition - Définition On considere A, B deux éléments de K[X], (4, B) # (0,0).
Alors
I1={AU+BV; (U,V) € (KIX))?}
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est un idéal non nul (i.e. différent de (0)) de (K[X],+, x). Il existe un unique
D unitaire tel que I = (D); D est appelé PGCD (plus grand commun diviseur)
de A et B, et parfois noté A A B (méme si la seule notation au programme est
pgcd(A, B)).

Autrement dit,
le pgcd de A et de B est 'unique polynome unitaire D tel que

{AU + BV ; (U,V) eK[X]*} = {(DW ; W e K[X]}

V.2 Equivalence avec la définition habituelle

Définissons A A B comme ci-dessus. Alors les diviseurs communs a A et B sont les
diviseurs de A A B. Autrement dit :

DIA et DlB] — [DIA/\B]

A A B est donc le polyndme unitaire de plus grand degré qui divise a la fois A et B
(définition du programme de mpsi).

V.3 Détermination pratique (algorithme d’Euclide)
a. Evocation del'algorithme

Si B =0, c’est fini (avant d’avoir commencé) : le pgcd est A (supposé non nul, car
pgcd(0,0) n’est pas défini).
Si B # 0, on remarque que

ANB = BA(A-BQ)
pour tout polynéme Q. C’est d’ailleurs, quoique facile, trés intéressant a montrer car
d’idéaux, ce n'est d’ailleurs rien d’autre que la double inclusion.
On en déduit que, si R; est le reste de la division de A par B, AA B =B A R;. On peut
alors continuer, et dire que AA B = R; A R, Ry étant le reste de la division de B par
R;. C’est le point de départ de I'algorithme d’Euclide, ou algorithme des divisions
successives. Le pgcd est le dernier reste non nul obtenu dans 'algorithme.

V.4 Polyndomes premiers entre eux, théoreme de Bezout

a. Polyndmes premiers entre eux

On dit que A et B sont premiers entre eux lorsque A A B = 1. Cela signifie que les
seuls diviseurs communs a A et B sont les polyndmes constants.

b. Théoréme de Bézout

Théoreme de Bézout A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe
des polynémes U et V tels que AU + BV =1.
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c. Une évidence

SiAAB=1,siA;|Aet B;|B, alors A;|B; =1.

Cela se montre en utilisant la définition du pgcd ou le théoréme de Bezout. C’est un
résultat rarement énoncé car considéré comme évident, mais qui sert.

d. Obtention de coefficients de Bézout par I'algorithme d’Euclide

Lalgorithme d’Euclide permet non seulement d’obtenir le pgcd de deux éléments A
et B, mais aussi de déterminer U, V tels que

AU+BV =AAB

V.5 Une caractérisation utile du pged

Proposition: Soit (4, B) # (0,0), et D unitaire, alors D estle PGCD de A et B siet
seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :

(i) D divise Aet B

(ii) les quotients de A et B par D sont premiers entre eux.

Autrement dit, D est le PGCD de A et B si et seulement s'il existe A; et B; tels que

A=DA; , B=DB; , AiANB1 =1

Ce résultat s'utilise souvent de la maniére suivante : on veut appliquer le théoréme
de Bezout ou le théoreme de Gauss, pour cela on a besoin de I'hypothése AAB =1,
or cen'est pasle cas. Qu’a celane tienne : on divise A et B par leur pgcd, les quotients
A1 et By sont premiers entre eux, et c¢’est a eux qu’on applique Bezout ou Gauss.

V.6 Théoreme (oulemme...) de Gauss
a. Lelemme de Gauss

Théoréme: Soit A, B, C trois polynomes; si A divise BC et est premier avec B,
alors A divise C. Ou:

(A|IBC et AAB=1)= (A|C)
Démonstration : On utilise le théoréme de Bezout : il existe U et V tels que
UA+VB=1

On multiplie tout par C...
Corollaire1: Si A|CetB|Cet AAB =1, alors AB|C.
Corollaire2: (AABC =10 < (AAB=AAC=1).
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Corollaire 2bis: (AAB;...B, = 1) < (AABi=AABy=...=AAB,=1).

Corollaire 2 ter: Si AAB=1,si(m,n) e N?, alors A AB" = 1.

Corollaire3: SiAAB=1,alors ANBC = AAC.

Corollaire 4 : Si Ay, ..., Ap sont deux a deux premiers entre eux, alors
Al...Ap|c] PN [Vie[u,p]] Al C

La démonstration de ces corollaires en utilisant le théoréme de Bézout et le théo-
reme de Gauss est un bon entrainement a I'arithmétique. Il n’est pas nécessaire de
les connaitre par cceur. La décomposition en facteurs irréductibles (voir plus loin)
est un bon moyen de les voir un peu moins astucieusement.

V.7 Nombre de zéros (ou racines) d’'un polynéme
a. Majoration du nombre de racines d'un polynéme
Proposition Soit P un polynéme de K[X], et a;,...,a, des éléments de K, sup-
posés deux a deux distincts. Alors ay, ..., @, sont racines de P de multiplicités
m
respectives au moins m;, ..., m, si et seulement si le polynéme H X—a;)™
i=1
divise P.
Démonstration Ot intervient le théoreme de Gauss?

Corollaire Le nombre de racines d'un polynéme non nul, comptées autant de

fois que leur multiplicité, est au plus égal a son degré.

Reformulation Soit P un polynéme non nul. Si les racines de P sont ay,...,a,
(supposés distincts) de multiplicités respectives my, ..., m,, alors

my +---+m, <deg(P)

Théoréeme (D’Alembert-Gauss) Lorsque K = C, I'inégalité précédente est une
égalité.

b. Conséquences

La fait qu'un polynéme non nul ait un nombre de racines au plus égal a son degré
(en comptant les racines autant de fois que leur multiplicité) a des conséquences
importantes, et on utilise fréquemment les résultats suivants :

Proposition: Si deux polynémes de degré au plus n coincident (ou plutdt si
leurs fonctions polynomiales associées coincident) en au moins 7 + 1 points,
ils sont égaux.

Autrement dit, si P et Q sont dans K, [X] et sl existe ay,..., a, deux a deux
distincts dans K tels que

vie[l,n]  P(a)=0Qa)

alors P = Q.



K[X] (Ag3)

Proposition bis : Quand deux polynémes coincident en un nombre infini de points,

ils sont égaux.

Corollaire: Lorsque le corps K est infini, deux polynémes ayant la méme fonc-

tion polynéme associée sont égaux.

Considérons I'application

u: KX — KK
p — P

(on note of (K,K) 'espace vectoriel des applications de K dans K). Le corollaire dit
que u est injective lorsque K est infini. Mais d’autre part, on a
Y(RQ) e KIXN?> VA, m) eK®  u(AP+pQ) = Au(P) + pu(Q)
[ce qui signifie simplement que, si P et Q sont des polyndmes et A et u des scalaires,
AP+ RO = AP +u0
ce qui se vérifie sans difficulté. Faisons-le :
+00 +00
SiP=) arX*etQ=Y bpx¥
k=0 k=0

o +00
VxeK AP+pQ(x) = Y. (Aay+ubp)x*
k=0

+00 +00
=AY @k + p Y bext
k=0 k=0
= AP(x) + uQ(x)

Donc u estlinéaire et injective. C’est donc un isomorphisme de K[ X] sur u (K[ X]), ce
qui explique qu’il y ait peu d’'inconvénient a confondre poynéme et fonction poly-
néme dans le cas d'un corps infini. Ce n’est pas du tout la méme chose sur les corps
finis (on verra plus tard des corps finis tres simples).
Remarquons qu’on a aussi
V(RQ e KIXN* VA, p ek u(PxQ)=u(P)xu(Q)
(méme genre de démonstration que pour la linéarité) et
ul)=1
ce qui fait de # un isomorphisme d’algébres (on verra plus tard ce que cela signifie
précisément).
Finissons par un résultat moins utile, mais de la méme famille :

Proposition ter: Si deux polyndmes non nuls de degré < n ont n zéros com-

muns, ils sont

V.8 Equations AU + BV = C (h.p. mais classique)

L'étude de ces équations est assez classique, et permet de manipuler les pgcd et le
théoreme de Gauss
Soit (A4, B) e K[X1?\ {(0,0)}, D= AA B, C € K[X]. On consideére I'équation

AU+BV =C (E)
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1. Donner une condition nécessaire et suftfisante (portant sur C et D) pour que
cette équation ait au moins une solution.

2. On suppose A A B = 1. Soit (Uy, Vp) une solution de (E). Décrire 'ensemble
des solutions de (E).

3. On suppose que D|C. Comment ramener simplement I'étude de (E) au cas

précédent?

V.9 PPCM

Les idéaux sont plus naturels lorsqu’on définit le ppcm que lorsqu’on définit le pgcd.

Mais le ppcm est une notion beaucoup moins importante que le pgcd.

Définition : Supposons A et B non nuls; I = (A) N (B) est un idéal non nul. 1l
existe donc un unique M unitaire tel que

(A n(B) = (M)

On appelle M le PPCM de A et B. On peut le noter AV B.

Proposition Supposons A et B non nuls : soit D leur PGCD, M leur PPCM. Alors
AB et M D sont associés (i.e. égaux a un coefficient multiplicatif non nul pres).

V.10 PGCD de plus de deux éléments
a. Définition

Définition Soit (A1,..., Ap) € (K[X]\ {0hP. Considérons
I={U1 Ay +Up Az +---+UpAp; (Uy,...,Up) € (KIXD"}

Alors I est un idéal non nul (non {0}) de A. Il existe donc un unique D unitaire
tel que I = (D); on appelle D le PGCD de (Ay, ..., Ap).

Remarque [ est le plus petit idéal contenant les A;; on dit parfois que c’est
I'idéal engendré par (A, ..., Ap).
b. Caractérisation

Proposition
(Vie{l,...,p} D|A,-)@(Dngcd(Al,...,A,,))

Ou encore : les diviseurs communs a tous les A; sont les diviseurs de leur pgcd. Ce

qui est assez cohérent avec 'appellation pgcd.
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c. Associativité du pged

Proposition
pged(As,..., Aps1) = pged(pged(Ar, ..., Ap), Aps1)

(A1, ... Ap n'étant pas tous nuls)

Extension Plus généralement, avec des hypothéses évidentes :
pged(As,..., Ap, B1,...,Bg) = pged(pged(Ay, ..., Ap), pged(By, ..., By))

Intérét Ceci permet de calculer un pged de p éléments en se ramenant a des
calculs successifs de pged de deux éléments.

d. Polynémes premiers entre eux (dans leur ensemble)
Définition On dit que Ay,..., A, sont premiers entre eux (dans leur ensemble)
lorsque leur PGCD est égal a 1.

Théoréme de Bezout Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble si

et seulement s'il existe Uy, ..., Uy dans A tels que
Ur A1+ Us Ap + -+ UpAp =1

Remarque Il ne faut pas confondre « premiers entre eux » (dans leur ensemble)

et « premiers entre eux deux a deux».
Lexemple dupged de (X —2)(X -3); (X -2)(X-5); (X —-3)(X —-5)) peut étre

instructif.

VI Polynomes irréductibles

VI.1 Définition

Définition On dit qu'un polyndme P non constant est irréductible lorsque ses
seuls diviseurs sont les polyndmes constants et les polyndémes AP avec A €
K\ {0}).

Caractérisation P est irréductible si et seulement s’il n’existe pas de factorisa-
tion P = AB avec 0 < deg(A) < deg(P).

Analogie Les polyndmes irréductibles sont aux polynémes ce que les nombres
premiers sont aux entiers. De méme que 'on ne considére pas 1 comme pre-

mier, on ne considére pas un polynéme constant comme irréductible.

10
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VI.2 Exemples

On sait que la répartition des nombres premiers est un probléme arithmétique fas-
cinant. La recherche des polynomes irréductibles dans K[X] dépend beaucoup de
K. Deux cas (deux K, donc...) sont au programme :

Proposition Dans C[X], les polynémes irréductibles sont les polynémes de de-
gré 1.

Proposition Dans R[X], les polyndmes irréductibles sont les polynémes de de-
gré 1 et les polynomes de degré 2 a discriminant < 0

La deuxiéme proposition se déduit assez simplement de la premiére. La premiere

est une des formulations du célébre théoréeme de D’Alembert-Gauss, elle équivaut a

dire que tout polynéme non constant de C[X] a au moins une racine comples.

Dans Q[X], les choses sont beaucoup plus compliquées. . .et totalement hors-programme.

Attention aux fausses idées : ne pas avoir de racine ne signifie pas étre irréductible.
Par exemple, dans R[X], X* + 1 n'est pas irréductible. Pourtant, il n’a pas de racine
réelle.

VI.3 Décomposition en facteurs irréductibles
Théoréme Tout polyndme P non constant se décompose de maniére unique (a
n
I'ordre des facteurs pres sous la forme: P = a H P:.x" ol les P; sont irréduc-

i=1
tibles unitaires, les a; des entiers naturels non nuls, a le coefficient dominant
de P.

C’est'analogue du théoreme de décomposition en facteurs premiers dans Z.

SurC:

Proposition Soit P € C[X] non constant. Il existe ay, ..., a, nombres complexes
deux a deux distincts, m,..., m, entiers naturels non nuls, tels que

p
P=k[[X-ap™
i=1

ol k est le coefficient directeur de P.

Proposition Soit P € C[X] non constant, définissons d = deg(P). 1l existe alors
des nombres complexes ay,..., a4 tels que

d
P=k[[X-a)
i=1

ol k est le coefficient directeur de P.

11
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(bien voir la différence des deux formulations, c’est évidemment la méme proposi-
tion mais écrite de deux manieres, qu'on utilisera 'une et I'autre).

SurR:

Proposition Soit P € R[X] non constant. P peut se décomposer sous la forme

p
P:k(rUX—aﬁW)

i=1

q
H(X2+ b; X + C,‘)ni)

i=1
ol k est le coefficient directeur de P et, pour tout i, b? —4c¢; <0.

Le cas réel est (beaucoup) moins souvent utilisé que le cas complexe.

V1.4 Deux résultats utiles

Proposition Si P est irréductible unitaire, si Q est un polynéme quelconque,
alors P A Q =1 ou P|Q (un polynéme irréductible est premier avec un po-
lyndme, ou alors il le divise).

Proposition Un polyndéme irréductible P divise un produit de polynémes Q; ... Q,;,

si et seulement si il divise I'un des facteurs Q;.

VI.5 Utilisation pour le calcul du pgcd et du ppcm
Soit P, Q deux entiers non nuls. On écrit
d d
P=a[[P" Q=p[]P"
i= i=1

i=1

ol les P; sont des polynémes irréductibles unitaires deux a deux distincts, les n;
et les m; des entiers naturels (qui peuvent étre nuls, pour avoir la méme liste de
polynomes dans les deux membres). Alors

d . d
pged(P, Q) = H p;mn(ml,n,) ppem(P.Q) = l—[ P;nax(ml,nl)

i=1 i=1

On a de plus
PAQ=1 <

VI.6 Retour sur le théoreme de Gauss

Rappelons le théoreme de Gauss :
(A|IBC et AAB=1)= (AIC)

Décomposons les trois polyndémes A, B, C en facteurs irréductibles :

m m ] m )
a=lpf . B=[IP" ,  c=][Pf
i=1 i=1 i=1

12
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Ce faisant, on suppose A, B, C unitaires : aucune importance, les relations de di-
visibilté entre polyndmes ne changent pas si on multiplie ces polynémes par des
constantes non nulles. Les trois produits sont indexés de la méme manieére : au-
cun probleme, cela signifie que {P;,..., P;;} contient tous les polynémes qui inter-
viennent dans au moins une des trois décompositions. Et, bien siir, on autorise les
exposants nuls. Par exemple, si

A=X-1D(X-2) , B=(X-2)(X-3) , C=(X-3)(X-4)
on réécrit ces décompositions sous la forme
A=X-D'X-2)'(x-3)°...
Si on préfere, on peut aussi écrire

a=[1py ,  B=[IP" . c=[IP)
iel iel iel

ou I est un ensemble fini « convenable ».

1. Traduire les hypotheses du théoreme de Gauss (A|BC et AA B =1) en condi-
tions sur les a;, B;, vi-

2. En déduire que A|C.

Le théoreme de Gauss peut donc étre vu a I'aide de la décomposition en polynémes
irréductibles.

VII Polynomes de polynémes

d
Définition Soit P = Z piX ke K[X]; si Q € K[X], on définit naturellement :
k=0

d
P@Q =Y pQF
k=0

Ona: P(Q) e K[X].

VIII Polynome dérivé; formules de Leibniz et Taylor

VIII.1 Polynéme dérivé

a. Définition

+00
SiP=) a,X",on définit
n=0

+00 +00
D(P)=Y na,X"'=Y (n+ a1 X"
n=1 n=0
On utilise plus souvent la notation P’ que D(P). Rappelons donc qu'’il est fort décon-
seillé de dire « on considére deux polynomes P et P’ »...

13



K[X] (Ag3)

b. Lendomorphisme dérivation

La dérivation est un endomorphisme de K[ X] trés utilisé dans les exemples et contre-
exemples concernant les endomorphismes en dimension infinie.
Par exemple,

P—P

est un endomorphisme de K[X] surjectif et non injectif, ce qui ne peut pas arriver

pour un endomorphisme en dimension finie.

VIII.2 Formule de Leibniz

Proposition V(2Q)€K[X]? D(PQ)=PD(Q)+QD(P)
ou encore (PQ) = PQ'+ QP’

Proposition (formule de Leibniz) On a, pour tous polynoémes P et Q, pour tout

neNn,
n

D"(PQ) =Y

k=0

n

B D*P) D" *(Q)

" n
ou encore : (PQ)™ = Z (k)p(k)Q(n—k)
k=0

VIII.3 Formule de Taylor
a. Laformule

Proposition SiK est un sous-corps de C, si P € K[X], alors

+oo DA p +00 p(n)
P(X) = Z n'(a) (X —a)" = Z n'(a) X—a)"
n=0 . n=0 .

que 'on peut aussi écrire :

+00 D_ﬁ_}/)
PX+a)=y 2o @
n=0 n.

Démonstration Il faut savoir calculer, si m et n sont deux entiers naturels,
CORLE

ou, aussi bien,
((X—a)")(m) —

Définissons alors

¢:P PM@

n=0

X-a"

n!

Lapplication ¢ estlinéaire, et coincide avecl'identité surla base ((X —a) ")
de K[X]. Donc ¢ = Idk(x; et on conclut.

neN

14
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b. Une caractérisation de la multiplicité d'une racine

Proposition a € K est racine de multiplicité m du polyndme P si et seulement si
BPla=P(a)=...=P"D(@)=0 et PU(a)#0

Démonstration On remarque que la formule de Taylor donne le reste de la divi-

sion de P par (X —a)™ : C’est
Donc (X — a)™ divise P si et seulement si

ce qui permet de conclure.

Exemple : Soit n = 2. Montrer que toutes les racines complexes du polyndme X" —
nX"~! -1 sont simples.

IX Polynomes scindés, relations entre coefficients et ra-

cines

Ces relations sont tres importantes. La formule générale est souvent jugée effrayante
alors qu’elle est parfaitement sympathique. Seules les relations avec la somme des
racines (formule de Viete) et le produit sont exigibles. Les autres sont a savoir re-

trouver.

IX.1 Polynomes scindés

On considére un polynéme P non constant.

Définition: On dit que le polynéme P est scindé lorsque tous les polynomes
irréductibles qui figurent dans sa décomposition sont de degré 1, i.e. lorsque
P s’écrit ;
P=p[]x-a)%
i=1
(ou p est le coefficient dominant de P)

Caractérisation Le polynome P est scindé si et seulement si le nombre de ra-

cines de P, comptées avec leur ordre de multiplicité, est égal au degré de P.

Rappel Si P est un polynéme quelconque, le nombre de racines de P comptées
avec leur ordre de multiplicité est inférieur ou égal au degré de P.

15
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IX.2 Polyndmes réels et complexes
Le théoréme de d’Alembert-Gauss dit que tout polynéme a coefficients complexes
a au moins une racine (complexe, bien stir). Cela équivaut a dire que
Proposition : tout polynéme de C[X] est scindé
ou encore que
Proposition : les seuls polynoémes irréductibles de C[X] sont les polynémes de
degré 1.
Connaitre la décomposition en produit de facteurs irréductibles d'un polyné6me com-

plexe, c’est donc connaitre ses racines et leurs ordres de multiplicité.
On dit aussi que C est « algébriquement clos ».

......

Critere: Dans C[X], A divise B si et seulement si pour toute racine « de A, de
multiplicité m, a est racine de B avec une multiplicité = m.

-il sur R? ébriqu R i u i
u’en est-il sur R? certes R n’est pas algébriquement clos, mais on a un lemme bien
utile :

Lemme important Soit P € R[X], z€ C\R. Alors z est racine de P si et seulement
si z I'est. Et z et z ont méme multiplicité en tant que racines de P.

Corollaire: Les polyndomes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1
etles polynomes de degré 2 sans racine réelle, i.e. de discriminant strictement
négatif.

Tout polyndme de R[X] se décompose donc de maniére unique, a I'ordre des fac-

teurs pres, sous la forme

n m
P=p [[X-a)% [T(X*+BiX+y)"
i=1 i=1

ol tous les ﬁlz. —4y; sont strictement négatifs, I'un des produits pouvant étre « vide »
(i.e. égalal).
Lirréductibilité des polynomes de K[X] n’est pas toujours facile a étudier. Par exemple, il y a

des polyndémes irréductibles de tous degrés dans Q[X].

IX.3 Relations coefficients-racines pour un polynéme scindé
a. Ledegré2

Soit P = aX? + bX + ¢ scindé, avec a # 2. Si x] et x» sont les racines de P (éventuelle-

ment Xx] = X) on peut écrire
aX?+bX+c=aX-x1)(X—x)
En développant le membre de droite, retrouver les formules (a connaitre) :

X1+ X2 = ) X1X2 =

16
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b. Fonctions symétriques élémentaires

n
Soit P = Z pi X" un polynome scindé de degré n; on nomme x, ..., X, Ses racines :
i=0
ily en a bien n, a condition d’écrire chacune autant de fois que son ordre de multi-

plicité (les x; ne sont donc pas supposés distincts). On définit les n fonctions symé-
triques élémentaires de x1,..., X, de la maniére suivante :
o1(X1,..,xp)=x1+--+Xxp

O2(X1,...,Xp) =X1 X2+ -+ X1Xp+X2X3+ -+ Xp_1Xp

On-1X1,.. 0, Xpn) =X1...Xpn-1+ X1 ... Xp2Xpn+-+X2...Xp,
On(X1,...,Xp) =X1...Xp,
ou, plus généralement,

Uk(xlr---yxn): Z (Hxi)
J<{l,...,n},Card())=k ie]

(dans un langage plus familier, o (x1,..., x,) est la somme de tous les produits de k
X; possibles).

On peut aussi préférer I'indexation suivante (moins explicite, mais couramment uti-
lisée) :

Ok(x1,...,xp) = > Xiy Xiy - Xi,
1<ij<ip<-<ip<n

c. Lesrelations

Proposition: On appellerelations coefficients-racines les égalités (valables pour
un polynéme P scindé!)
Vie{l,...n} o;=(-1)/ Proj
n
ol les o; sont les fonctions symétriques élémentaires associées aux racines
de P=p, X"+ -+ p1 X+ po (pn #0), chaque racine étant répétée autant de
fois que sa mutliplicité.
En particulier:
Pn-1 (=1) n ﬂ

L
Pn Pn

Dans la pratique, sont surtout a connaitre la valeur de la somme et du produit des
racines; pour le produit, c’est particuliérement simple, puisqu’on remarque qu’il
suffit de considérer la valeur de P en :

P( )=

Lexamen du cas n = 3 suffit en général pour retrouver ces formules, si on a un doute.
Et on a presque toujours p, = 1.
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X Interpolation de Lagrange

X.1 Lethéoreme

Théoréme Soit (ay,...,a,) e K", supposés deux a deux distincts.
Soit (yo, ..., yn) € K"*1,
11 existe un unique polynéme P de K, [X] tel que

Vielo,nl  P(a;)=y;

(il existe un unique polyndéme de degré < n qui prend des valeurs données en 7 + 1

points donnés. Si on a un doute, on se rappelle du cas n =1.)

X.2 Polynomes interpolateurs de Lagrange

On consideére toujours (g, ...,a,) eK™ aveci#j > a; #a;.
i

1. Pour tout i € [0, n], déterminer I'unique polyndéme L; € K, [X] tel que
Lilap=1 , Li@)=0 sii#j

2. Démontrer que la famille (Ly,...,L;) est une base de K,[X].

3. Calculer les composantes d'un polynéme P de K, [X] dans la base (Ly, ..., L)
(on les exprimera en fonction des valeurs de P en les points a;).

4. En déduire une nouvelle démonstration du théoréme énoncé au paragraphe
précédent.
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