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I Ab1 : Espaces préhilbertiens réels

I.1 Produits scalaires

Produit scalaire sur un espace vectoriel réel.
Inégalité de Cauchy-Schwarz et cas d’égalité(*).
Norme dite « euclidienne » associée à un produit scalaire.
Produits scalaires usuels sur l’espace des fonctions continues sur un segment, sur Rn.
Identité de polarisation.
Vecteurs orthogonaux, familles orthogonales. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls
est libre.
Vecteurs unitaires. Famille orthonormale.

I.2 sous-espaces orthogonaux, projection orthogonale

Sous-espaces orthogonaux.
Théorème de Pythagore.
Orthogonal d’un sev. Sous-espaces supplémentaires orthogonaux.
En général, l’orthogonal d’un sev n’est pas un supplémentaire de ce sev.
Théorème de projection orthogonale sur un sev de dimension finie d’un espace de dimen-
sion quelconque, distance d’un vecteur à un tel sev, inégalité de Bessel.
En dim. finie (euclidien), existence de bases othonormales, méthode de Schmidt, écriture
de cette méthode à l’aide de la projection orthogonale : formule

fn+1 =
1

‖en+1 − pFn(en+1)‖
(en+1 − pFn

(en+1))

II Ab2 : Espaces euclidiens (début)

II.1 Généralités

Equivalence, pour un endomorphisme, de la conservation de la norme et du produit sca-
laire.
Isométries vectorielles (on utilise aussi le terme « automorphismes orthogonaux ») ; ma-
trices orthogonales.
Groupes O(E), SO(E), O(n), SO(n).
Les matrices orthogonales sont les matrices de passage entre bases orthonormales.

Les matrices orthogonales sont les matrices dont la famille des vecteurs colonnes est or-
thonormale.
Les isométries vectorielles sont les endomorphismes qui transforment base orthonormale
en base orthonormale.
Si B est une base orthonormale, u ∈ O(E)⇔MB(u) ∈ O(n).
Description de O(2) et de SO(2).
Un exercice à savoir (bien) faire : O(n) est compact(*).

II.2 Endomorphismes autoadjoints
Définition. On utilise aussi le terme « endomorphisme symétrique »
Un projecteur est orthogonal si et seulement si il est autoadjoint(*).
Théorème spectral (réduction des matrices symétriques réelles et des endomorphismes
symétriques en base orthonormale).


