
mp* 2023-2024 : semaine 13 (15/01-19/01)

I T2 : Espaces vectoriels normés

Norme sur un espace vectoriel réel ou complexe, distance associée.
Exemple des normes usuelles N1, N2, N∞ sur Kn et sur C([a, b],K).
(On sait, si (.|.) est un produit scalaire sur un R-ev, que l’application x 7→

√
(x|x) est une

norme, l’inégalité triangulaire s’obtenant à partir de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Mais
on n’étudie pas, pour l’instant, les espaces préhilbertiens, et on n’a rien à connaître sur ce
sujet.)
Savoir rédiger correctement l’inégalité triangulaire pour N∞ (vu au début de l’année avec
la convergence uniforme).
Boules (ouvertes ou fermées) et sphères pour une norme.
Une boule est convexe.
Vecteur unitaire associé à un vecteur non nul.
Partie bornée, application bornée. Norme sur un espace B(X,E).
Application lipschitzienne ; exemple : x 7→ N(x). Distance d’un point à une partie.
x 7→ d(x,A) est 1-lipschitzienne (démonstration pas forcément exigible, mais on peut la
rencontrer à l’oral).
Convergence, divergence d’une suite d’éléments d’un evn.
Comparaison de normes, normes équivalentes.
Comparaison des normes usuelles sur Kn : on admet à ce stade que sur un espace de
dimension finie toutes les normes sont équivalentes.
Comparaison des normes usuelles sur C([a, b],K)(**) (on peut se contenter de [a, b] =
[0, 1]).
Produit d’evn.

II T3 : topologie des espace vectoriels normés

Le programme suggère qu’on ne pose rien de trop technique sur ce chapitre. . .
Voisinages de a dans l’espace vectoriel normé (E, ‖.‖).
Parties ouvertes. Une boule ouverte est une partie ouverte.
∅ et E sont ouverts. Une réunion d’ouverts est un ouvert, une intersection finie d’ouverts
est un ouvert.
Parties fermées : définition, caractérisation par les suites.
Une boule fermée est fermée.
∅ et E sont fermés. Une réunion finie de fermés est un fermé, une intersection de fermés
est un fermé.

Point adhérent à une partie, caractérisation par les suites(*).
Adhérence d’une partie. C’est le plus petit fermé contenant la partie.
Un point est adhérent à A si et seulement si sa distance à A est nulle(*).
Partie dense. Exemple : Q est dense dans R, les fonctions polynômes sont denses dans
(C([a, b],K), . . . ).
Point intérieur, intérieur.
L’intérieur est le plus grand ouvert inclus dans la partie.
Frontière.
Densité de B dans A.
Topologie induite sur une partie A de E : voisinages relatifs dans A, ouverts et fermés
relatifs, densité dans A.
Un ouvert (resp fermé) relatif de A est l’intersection avec A d’un ouvert (resp fermé) de
E.

III T4 : Continuité
Extension des définitions habituelles de continuité et de limites pour des applications
définies sur une partie d’un evn, à valeurs dans un evn.
Caractérisations par les suites.
Deux applications continues qui coïncident sur une partie dense sont égales.
Si f : A ⊂ E → F est continue, l’image réciproque d’un ouvert (resp. d’un fermé) de F
est un ouvert relatif (resp. fermé relatif) de A.
Continuité uniforme.

IV T5 : continuité des applications linéaires
Caractérisation de la continuité d’une application linéaire.
Toute application linéaire sur un espace de dimension finie est continue.
Toute application définie sur un espace de dimension finie, polynomiale en les composantes
sur une base, est continue.
Par exemple, continuité du déterminant surMn(K).
Une application multilinéaire définie sur un produit d’espaces de dimension finie est conti-
nue.
CNS de continuité pour une application mutlilinéaire (savoir l’écrire sans hésitation pour
une application bilinéaire).
Norme subordonnée (ou norme d’opérateur) d’une application linéaire continue.



Deux classiques, à connaître quoique pas explicitement au programme :
GLn(K) est ouvert(*).
GLn(K) est dense dans Mn(K)(*).
Il est vivement conseillé de savoir rédiger la continuité de A 7→ χA (avec la polynomialité
des coefficients).

V T6 : Compacité dans les evn
Suites extraites, valeurs d’adhérence d’une suite, caractérisation de celles-ci.
Parties compactes d’un evn : définition par la propriété de Bolzano-Weierstrass.
Tout compact est fermé et borné.
Les parties fermées d’un compact sont les parties compactes de ce compact.
Produit de compacts Pour une éventuelle question de cours, on pourra se contenter de la
preuve pour un produit de deux compacts (*).
Image d’un compact par une application continue(*).
Théorème de Heine (continuité uniforme sur un compact)(*).
Equivalence des normes en dimension finie (démonstration absolument pas exigible).
En dimension finie, les compacts sont les fermés bornés.
Une suite d’éléments d’un compact qui a une seule valeur d’adhérence converge(*).
La définition de Borel-Lebesgue n’est pas du tout au programme, mais pour les candi-
dat(e)s X-ens, voire Mines, se pencher au moins sur la précompacité est utile.
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