mp™ 2023-2024 : semaine 5 (16/10-20/10)

I Al 4 : réduction (début) : diagonalisation

I.1 Elements propres d’un endomorphisme ou d’une matrice

Valeurs, vecteurs, sous-espaces propres d’un endomorphisme ou d’une matrice.

Un vecteur (non nul) est propre pour u si et seulement si la droite qu’il engendre est stable
par u.

En dimension finie seulement, définition du spectre d’un endomorphisme comme 1’ensemble
de ses valeurs propres. Spectre d’une matrice.

Polynome caractéristique d’une matrice ou d’un endomorphisme en dimension finie :
Définition officielle : x4(X) = det(XT — A).

Quelques coefficients : x4 (X) = X" — Tr(A) X" 1 + ... 4+ (=1)"det(A)(*).

Les valeurs propres sont les racines du polynoéme caractéristique ; définition de la multi-
plicité d’une valeur propre.

Majoration du nombre de valeurs propres comptées avec leur multiplicité.

Valeurs propres d’une matrice triangulaire.

Dans le cas ou le polynéme caractéristique est scindé, lien entre la somme des valeurs
propres et la trace, entre le produit des valeurs propres et le déterminant.

I.2 Diagonalisabilité
a. Préliminaire

Des sous-espaces propres Fi,...,E, associés a des valeurs propres deux & deux distinctes
(pour un endomorphisme u) sont en somme directe (*).

Une famille (finie ou infinie, peu importe) de vecteurs propres de u associées a des valeurs
propres deux a deux distinctes est libre(*).

11 faut savoir démontrer chacun de ces résultats indépendamment de ’autre.

b. Diagonalisabilité d’un endomorphisme

Définition : 'endomorphisme u est diagonalisable lorsqu’il existe une base dans laquelle
sa matrice est diagonale, i.e. lorsqu’il existe une base constituée de vecteurs propres.
Caractérisation : u est diagonalisable si et seulement si ’espace est somme directe des
sous-espaces propres, si et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces propres
est égale & la dimension de I’espace.

Lemme : la dimension d’un sous-espace propre est inférieure ou égale & la multiplicité de
la valeur propre correspondante(*).

Caractérisation : u est diagonalisable si et seulement si le polyndéme caractéristique est
scindé et la dimension de chaque sous-espace propre égale a 'ordre de multiplicité de la
valeur propre correspondante(*).

Condition suffisante de diagonalisabilité : si le polynome caractéristique est scindé a racines
simples, I’endomorphisme est diagonalisable et les sous-espaces propres sont des droites
vectorielles(*).

Autre formulation : si dim(E) = n, si u € L(E), il suffit que w ait n valeurs propres
distinctes pour étre diagonalisable.

c. Diagonalisabilité d’une matrice

Diagonalisabilité des matrices; interprétation de P dans la relation
A=pPDpP!

comme matrice de passage de la base canonique & une base formée de vecteurs propres de
A (ordre des vecteurs propres en question, i.e. des colonnes de P, correspond a 1’ordre
des valeurs propres sur la diagonale de D).

Une question classique : une matrice diagonalisable qui a une unique valeur propre est une
matrice d’homothétie(*).

II C3 : Dérivation des fonctions numériques

I1.1 Deéfinition

Les fonctions considérées sont pour l'instant définies sur un intervalle de R, a valeurs
dans R ou C

Définition de la dérivabilité et de la dérivée en un point par limite des taux d’accroissement,
par développement limité & I'ordre 1.

Dérivées a gauche, a droite, application dérivée.

Si f, a valeurs réelles, est dérivable en a, équation de la tangente au graphe de f au point
d’abscisse a.

1I.2 Rolle, etc...

Les fonctions considérées sont toujours définies sur un intervalle de R, mais ici a valeurs
dans R



Condition nécessaire d’extremum local en un point ou la fonction est dérivable...et qui
n’est pas une borne de I.

Théoréme de Rolle.

Formule des accroissements finis.

Caractérisation de la monotonie et de la stricte monotonie.

I1.3 Opérations

Dérivabilité et dérivée d’'une combinaison linéaire de fonctions dérivables.

Dérivabilité et dérivée d’un produit de fonctions dérivables.

Dérivabilité et dérivée d’un quotient de fonctions dérivables (le dénominateur ne s’annu-
lant pas).

Dérivabilité et dérivée d’une composée de fonctions dérivables.

On a le droit de dériver exp(¢(t)) si ¢ est dérivable, méme & valeurs complexes.
Dérivabilité et dérivée d’une réciproque de fonction continue strictement monotone
dérivable.

I1.4 Classe C*

Définition de la dérivée k-iéme, de la classe C*.

Dérivée kieme, classe CF d’une combinaison linéaire.
b

Dérivée k-iéme, classe C* d’un produit : formule de Leibniz.
b

Dérivée kiéme, classe C* d’une fonction composée.

I1.5 Théoréme « limite de la dérivée »

Si f est continue sur Uintervalle I, dérivable sur I\ {a}, et si f' a une limite ¢ en a, alors
f est dérivable en a avec f'(a) = /.
Théoréme nettement moins important : Si f, & valeurs réelles, est continue sur I,

dérivable sur I\ {a}, si f’ a en a une limite ¢ finie ou infinie, alors @) = fla) a pour

limite £ en a. Quand ¢ = +00, cela indique une demi-tangente verticale.



