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I Al1 et Al2 : Espaces vectoriels, applications linéaires,
matrices

Révisions : il vaut mieux ne pas avoir tout oublié.

II AL3 : Déterminants

II.1 Formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n

Application multilinéaire, forme n-linéaire.
Forme alternée, forme antisymétrique.
Une forme n-linéaire alternée est antisymétrique. La réciproque est souvent vraie (Z/pZ
n’a pas été vu, les corps rencontrés sont jusqu’à présent des sous-corps de C).
Structure de l’espace des formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n (c’est
une droite vectorielle).
Définition de la forme n-linéaire alternée detB.
Théorème de structure sous forme « prête à l’emploi » : si φ est une forme n-linéaire
alternée sur un K-espace vectoriel E de dimension n dont B = (e1, . . . , en) est une base,
il existe α tel que φ = α detB, et α = φ(e1, . . . , en).
Effet d’un changement de base : detB′ = detB′(B)detB.

II.2 Déterminant d’un endomorphisme
Définition, propriétés (déterminant d’une composée, caractérisation des automorphismes).

II.3 Déterminant d’une matrice
Définition, propriétés (déterminant d’un produit, caractérisation de l’inversibilité).
« La grosse formule » ; polynomialité du déterminant.
Déterminant d’une transposée.
Comatrice, produit d’une matrice par la transposée de sa comatrice, inverse exprimé à
l’aide de la comatrice.
Développement par rapport à une ligne ou une colonne.
Effet des opérations élémentaires.
Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs.
Déterminant de Vandermonde(*) (démonstration polynomiale de préférence).

III Al4 (diagonalisation) : début
Valeurs, vecteurs, sous-espaces propres d’un endomorphisme (en dimension quelconque)
ou d’une matrice.
Un vecteur (non nul bien sûr !) est propre pour u si et seulement si la droite qu’il engendre
est stable par u.
En dimension finie seulement, définition du spectre d’un endomorphisme comme l’ensemble
de ses valeurs propres. Spectre d’une matrice.
Polynôme caractéristique d’une matrice ou d’un endomorphisme en dimension finie :
Définition officielle : Pa(X) = det(XI − a).
Quelques coefficients : PA(X) = Xn − Tr(a)Xn−1 + · · ·+ (−1)ndet(a).
Les valeurs propres sont les racines du polynôme caractéristique ; Définition de la multi-
plicité d’une valeur propre.
Majoration du nombre de valeurs propres comptées avec leur multiplicité.
Valeurs propres d’une matrice triangulaire.
Dans le cas où le polynôme caractéristique est scindé, lien entre la somme des valeurs
propres et la trace, entre le produit des valeurs propres et le déterminant(*).

IV Ag3 : Polynômes ; idéaux
Degré d’un polynôme, degré d’une somme, degré d’un produit.
Théorème de division euclidienne des polynômes.
Définition d’un idéal d’un anneau commutatif.
Idéaux de K[X] : si I est un idéal non nul, il existe un unique polynôme unitaire P tel
que I = (P )(*).
Définition du pgcd par les idéaux.
Théorème de Bézout, théorème de Gauss.
Fonction polynôme associée, zéros d’un polynôme ; multiplicité d’une racine définie à partir
de la divisibilité par (X − a)m.
Polynôme dérivé.
Formules de Leibniz, de Taylor. Caractérisation de la multiplicité d’une racine par annu-
lation des polynômes dérivés successifs.
Polynômes scindés ; relations entre coefficients et racines d’un polynôme scindé Savoir les
retrouver, seuls la somme et le produit sont à connaître par cœur.
Théorème de d’Alembert-Gauss ; polynômes irréductibles de R[X] et C[X].
Décomposition d’un polynôme en produit de polynômes irréductibles.


