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I C8 : Intégrales dépendant d’un paramétre

Les fonctions sont a valeurs réelles ou complexes.

Théoréme de convergence dominée pour une suite < / fn>
.. . 1 neN
Théoréme de continuité d’une fonction

T — /f(x,t) dt
I

(z est une variable réelle décrivant une partie A de R) avec domination, éventuellement
sur tout segment inclus dans A lorsque A est un intervalle, ce qui est toujours le cas dans
la pratique.

Classe C', dérivation sous le signe [ des fonctions

T — /If(a:,t) dt

Extension 4 la classe C*.
Application de ces techniques a I’étude de la fonction T' (savoir refaire, pas de résultats a
retenir par coeur).

Nouveau : Un théoréme d’interversion série/intégrale :
+oo

Si > fn converge simplement sur I, si les f, et E fn sont continues par morceaux sur

n=0

I, si chaque f,, est intégrable sur I et si enfin (hypothése majeure) Z / | fr| converge,
I

n>0
+oo
alors Z fn est intégrable sur [, Z / fn converge, et « on peut permuter ».
I
n=0 n>0

IT Sommabilité
Pas de démonstration de cours exigible dans ce chapitre.

I1.1 Dénombrabilité

Si Ay,..., A, sont finis ou dénombrables, Ay x - - x A lest.
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Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénom-
brable.

Non dénombrabilité de R : procédé diagonal de Cantor (hors programme mais trop inté-
ressant pour étre ignoré).

I1.2 Famille dénombrable de réels positifs

Définition de la sommabilité de (a;);cr, I dénombrable, les a; positifs. Cas I = N.
Théoréme de sommabilité et sommation par paquets : Si (I,)pen une « pseudo-
partition » de I (des I,, peuvent étre ), (a;);cs est sommable si et seulement si

(i) Pour tout n, (a;):cr, est sommable.

et (ii) La série g E ai> converge.
n>0 \i€l,
Lorsque c’est le cas :

+oo
D ai=> |2 a
iel n=0 \i€l,

Théoréme de commutativité, que ’on peut formuler comme un théoréme de « réindexa-
tion ».

II.3 Famille dénombrable de réels ou de complexes

Sommabilité, somme.
Théoréme de sommation par paquets d’une famille dont on sait déja qu’elle est sommable.
Commutativité.

11.4 Exemple : « suites doubles » de réels ou complexes

Sommabilité et somme des « suites doubles » de nombres réels ou complexes, interver-
sion des sommations (« théoréme de Fubini », méme s’il ne porte pas de nom dans le
programme).

Il faut savoir étudier la sommabilité et sommer par paquets dans les trois cas usuels :
paquets indexés par {m}xN, paquets indexés par N x{n}, paquets indexés par {(p, q) ; p+
q=n}.

Cas particulier des suites doubles produits, application au produit de Cauchy de deux
séries absolument convergentes.



IIT DTL du lundi 6 décembre

Surtout C7, C8 et C9. S3, S4, S5, S6, S7. Toute I’Analyse, en fait. Connaitre les théorémes
et avoir revu les exercices faits en cours, c¢’est beaucoup, mais c’est assez.



